
Ðåøåíè èçïèòíè òåìè ïî Âèñøà Ìàòåìàòèêà III

çà Òåõíè÷åñêè Óíèâåðñèòåò � Ñîôèÿ

Íèêîëàé Èêîíîìîâ

9 ÿíóàðè 2011 ã.



Ñúäúðæàíèå

Óêàçàòåë 3

1 Ïúðâà òåìà 4

2 Âòîðà òåìà 14

3 Òðåòà òåìà 22

4 ×åòâúðòà òåìà 27

5 Ïåòà òåìà 35

6 Øåñòà òåìà 36

7 Ñåäìà òåìà 37

8 Îñìà òåìà 38

Ëèòåðàòóðà 39

Òåìèòå ñà âçåòè îò ôîðóìà íà ÒÓ�Ñîôèÿ (ëèíê) è îò ñòóäåíòè. Íàó÷íèòå ñòåïåíè
íà ïðåïîäàâàòåëèòå ñà âçåòè îò ñàéòà íà ÔÏÌÈ (ëèíê). Çà êîíòàêòè: nike32@abv.bg

• Ïúðâà äî ÷åòâúðòà òåìà (äîö. ä-ð Â. Êàñ÷èåâà, 2009, 2010)

• Ïåòà äî îñìà òåìà (äîö. ä-ð Ë. Ãúðíåâñêà, 2010)

Îçíà÷åíèÿ: òàíãåíñ tan(x), êîòàíãåíñ cot(x), àðêóñ òàíãåíñ arctan(x).

http://forum.tu-sofia.bg/viewtopic.php?t=8491
http://tu-sofia.bg/faculties/fpmi/fpmi_css/index.php?p=2&t=12
mailto:nike32@abv.bg


Óêàçàòåë

Çàäà÷èòå ïî êàòåãîðèè. Çàäà÷èòå ñà ðåøåíè â ðåäà â êîéòî ñà êàòåãîðèèòå.

• Òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå

� Óñëîâíà âåðîÿòíîñò � 1-4+òåîðèÿ, 2-2, 3-6

� Äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà � 1-6+òåîðèÿ, 3-5, 4-6

� Íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà � 2-5+òåîðèÿ

• Êîìïëåêñåí àíàëèç

� Óðàâíåíèÿ íà Êîøè-Ðèìàí � 1-1+òåîðèÿ, 2-3, 4-2, 4-8, (3-2)

� Ðåçèäóóìè (Residues) � 1-2+òåîðèÿ, 2-4, 3-1, 4-3, 4-9

• Âåêòîðåí àíàëèç (íåðåøåíè) � 4-1, 5-1

• Èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ (íåðåøåíè) � 1-3, 2-1, 3-4, 4-4, 4-5

• Ðåä íà Ôóðèå (íåðåøåíè) � 3-3, 4-7

Çàäà÷èòå ïî òåìè. Çàäà÷èòå â ñêîáè íå ñà ðåøåíè.

• Ïúðâà òåìà � 1, 2, 4, {5}, 6

• Âòîðà òåìà � 2, 3, 4, 5, {6}

• Òðåòà òåìà � 1, 2, 5, 6

• ×åòâúðòà òåìà � 2, 3, 6, 8, 9

• Ïåòà òåìà

• Øåñòà òåìà

• Ñåäìà òåìà

• Îñìà òåìà



1 Ïúðâà òåìà

Çàäà÷à 1. Ñ ïîìîùòà íà óñëîâèÿòà íà Êîøè-Ðèìàí, äà ñå íàìåðè àíàëèòè÷íà ôóí-
êöèÿ, çà êîÿòî u(x, y) = 2xy + ex sin(y), f(0) = 0.

Çàäà÷à 2. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
|z−2|=4

e2z

z2(z − 2)
dz.

Çàäà÷à 3. ×ðåç òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ, ðåøåòå çàäà÷àòà íà Êîøè

y′′ + 9y = 6 sin(2x), y(0) = y′(0) = −3.

Çàäà÷à 4. Îò óðíà ñ 4 áåëè è 3 ÷åðíè òîïêè å èçãóáåíà åäíà ñëó÷àéíà òîïêà. Ñëåä
òîâà îò óðíàòà ñå âàäè åäíà òîïêà.
à) Íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà èçâàäåíàòà òîïêà äà å áÿëà.
á) Àêî èçâàäåíàòà å áÿëà, íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà èçãóáåíàòà òîïêà äà å áèëà áÿëà.

Çàäà÷à 5. Òåîðåìà è íåðàâåíñòâî íà ×åáèøåâ.

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå:

X −1 0 1 2 3
P c 2c 2c c c

Íàìåðåòå: c, EX, DX, P (0 < X ≤ 2), F (x) è íà÷åðòàéòå ãðàôèêàòà íà F (x).

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.
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Çàäà÷à 4. Îò óðíà ñ 4 áåëè è 3 ÷åðíè òîïêè å èçãóáåíà åäíà ñëó÷àéíà òîïêà. Ñëåä
òîâà îò óðíàòà ñå âàäè åäíà òîïêà.
à) Íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà èçâàäåíàòà òîïêà äà å áÿëà.
á) Àêî èçâàäåíàòà å áÿëà, íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà èçãóáåíàòà òîïêà äà å áèëà áÿëà.

Ðåøåíèå. Óñëîâíà âåðîÿòíîñò. Âåðîÿòíîñòòà çà ñëó÷âàíå íà ñúáèòèåòî A ïðè óñ-
ëîâèå ñúáèòèåòî B âå÷å äà ñå å ñëó÷èëî:

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
, P (B) > 0

Ñâîéñòâà:

P (A ∪B) = P (A) + P (B), A ∩B = ∅ (íåñúâìåñòèìè)

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B), A ∩B 6= ∅ (ñúâìåñòèìè)

P (A ∩B) = P (A)P (B), A,B � íåçàâèñèìè⇐⇒ P (A/B) = P (A)

P (A ∩B) = P (A)P (B/A) = P (B)P (A/B), A,B � çàâèñèìè

Ñóìàòà îò âåðîÿòíîñòèòå íà ñëó÷àéíèòå ñúáèòèÿ Hi å åäèíèöà:

n∑
i=1

P (Hi) = 1

Âåðîÿòíîñòèòå P (Hi) ñå íàðè÷àò àïðèîðíè (ïðåäè îïèòà) âåðîÿòíîñòè. (Îùå ñå íà-
ðè÷àò õèïîòåçè.)
Ôîðìóëà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò. Àêî H1, H2, . . . , Hn å ïúëíà ãðóïà îò äâå ïî

äâå íåñúâìåñòèìè ñúáèòèÿ è ñëó÷àéíîòî ñúáèòèå A ñå ñáúäâà ñàìî çàåäíî ñ íÿêîå
îò òÿõ, òî:

P (A) =
n∑
i=1

P (Hi)P (A/Hi)

Òîâà å îñíîâíàòà ôîðìóëà çà íàìèðàíå íà âåðîÿòíîñòòà ñúáèòèåòî A äà ñå ñëó÷è.
Òàçè ôîðìóëà å ïî-êðàòúê çàïèñ íà ïúðâîòî ñâîéñòâî � îáåäèíåíèå íà äâå íåñúâ-
ìåñòèìè ñúáèòèÿ.
Ôîðìóëà íà Áåéñ. Àêî P (A) å êàêòî â ïðåäèøíàòà ôîðìóëà, òî:

P (Hk/A) =
P (Hk)P (A/Hk)

P (A)

Òàçè ôîðìóëà ñå èçïîëçâà çà ïðåîöåíÿâàíå íà âåðîÿòíîñòèòå, êîåòî å âúçìîæíî ñàìî
àêî ñúáèòèåòî A âå÷å ñå å ñëó÷èëî. Âåðîÿòíîñòèòå P (Hk/A) ñå íàðè÷àò àïîñòåîðíè
(ñëåä îïèòà) âåðîÿòíîñòè.
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Äà ñå âúðíåì êúì çàäà÷àòà. Íåêà H1 å ñúáèòèåòî èçãóáåíàòà òîïêà äà å áÿëà, à H2

� èçãóáåíàòà òîïêà äà å ÷åðíà. Áåëèòå òîïêè ñà 4, âñè÷êè òîïêè ñà 7, âåðîÿòíîñòòà
äà èçãóáèì áÿëà òîïêà å 4/7:

P (H1) =
4

7
, P (H2) =

3

7
,

2∑
i=1

P (Hi) = 1

Âåðîÿòíîñòòà äà èçãóáèì ÷åðíà òîïêà å 3/7, òúé êàòî ÷åðíèòå òîïêè ñà 3. Ñóìàòà
íà äâåòå âåðîÿòíîñòè å åäèíèöà (èìàìå ñàìî äâå ñúáèòèÿ).
Ñåãà èñêàìå äà èçâàäèì áÿëà òîïêà. Íåêà äà îòáåëæèì ñúáèòèåòî �èçâàæäàíå íà

áÿëà òîïêà� ñ A. Íî òîâà ñúáèòèå ñå ñëó÷âà ñàìî àêî H1 èëè H2 âå÷å ñà ñå ñëó÷èëè.
Òîåñò òîâà å óñëîâíà âåðîÿòíîñò. Âåðîÿòíîñòòà äà èçâàäèì áÿëà òîïêà ñëåä êàòî ñìå
èçãóáèëè áÿëà ñå áåëåæè ñ P (A/H1) � èçâàäèëè ñìå áÿëà ñàìî ñëåä êàòî ñúáèòèåòî
�èçãóáâàíå íà áÿëà òîïêà� ñå å ñëó÷èëî.
Íî íèå âå÷å ñìå èçãóáèëè áÿëà òîïêà, òîåñò òîïêèòå â êóòèÿòà ñà 3 áåëè è 3 ÷åðíè.

Òîãàâà âåðîÿòíîñòòà äà èçâàäèì áÿëà òîïêà å:

P (A/H1) =
3

6
=

1

2

Íåêà ñåãà äà ñìå èçãóáèëè ÷åðíà òîïêà. Òîãàâà â êóòèÿòà èìàìå 4 áåëè è 2 ÷åðíè.
Âåðîÿòíîñòòà äà èçâàäèì áÿëà òîïêà å:

P (A/H2) =
4

6
=

2

3

Ñúáèòèÿòà ñà íåñúâìåñòèìè, åäèíèÿ ïúò èçãóáâàìå áÿëà, äðóãèÿ ïúò èçãóáâà-
ìå ÷åðíà êàòî çàïî÷âàìå îòíà÷àëî � âñè÷êè òîïêè ñà íàëè÷íè. Òîåñò ìîæåì äà
ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà óñëîâíà âåðîÿòíîñò:

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) =
4

7
· 1

2
+

3

7
· 2

3
=

2

7
+

2

7
=

4

7

Âåðîÿòíîñòòà äà èçâàäèì áÿëà òîïêà å 4/7:

P (A) =
4

7
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Ñåãà âòîðà ïîäòî÷êà. Òóê ñå èçïîëçâà ôîðìóëàòà íà Áåéñ � òÿ ïðåîöåíÿâà âå-
ðîÿòíîñòèòå. Ñúáèòèåòî A âå÷å ñå å ñëó÷èëî � èçâàäèëè ñìå áÿëà òîïêà, èñêàìå
ñëåä îïèòà äà èç÷èñëèì âåðîÿòíîñòòà èçãóáåíàòà òîïêà äà å áèëà áÿëà � òîâà å
ñúáèòèåòî H1. Òîãàâà:

P (H1/A) =
P (H1)P (A/H1)

P (A)
=

4/7 · 1/2
4/7

=
1

2

Íåêà äà èç÷èñëèì âåðîÿòíîñòòà èçãóáåíàòà òîïêà äà å áèëà ÷åðíà:

P (H2/A) =
P (H2)P (A/H2)

P (A)
=

3/7 · 2/3
4/7

=
1

2

Ñóìàòà îò äâåòå ñúáèòèÿ òðÿáâà äà å åäèíèöà, êîåòî å òàêà.
Îòãîâîð: P (A) = 4/7, P (H1/A) = 1/2.

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå:

X −1 0 1 2 3
P c 2c 2c c c

Íàìåðåòå: c, EX, DX, P (0 < X ≤ 2), F (x) è íà÷åðòàéòå ãðàôèêàòà íà F (x).

Ðåøåíèå. Äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.

X x1 x2 x3 x4 . . . xn
P (xi) p1 p2 p3 p4 . . . pn

Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñå íàðè÷à äèñêðåòíà, àêî ïðèåìà êðàåí áðîé ñòîéíîñòè.
Çàâèñèìîñòòà ìåæäó ñòîéíîñòèòå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà xi è âåðîÿòíîñòèòå pi ñå
íàðè÷à çàêîí çà ðàçïðåäåëåíèå:

P (X = xi) = pi

Ñóìàòà îò âñè÷êè âåðîÿòíîñòè å åäèíèöà:

n∑
i=1

P (xi) =
n∑
i=1

pi = 1

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå (ñðåäíà ñòîéíîñò) å ñóìàòà îò ïðîèçâåäåíèåòî íà ñëó-
÷àéíàòà âåëè÷èíà ñ íåéíàòà âåðîÿòíîñò:

EX =
n∑
i=1

xipi

Äèñïåðñèÿòà å ìÿðêà çà îòêëîíåíèå íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå. Èçðàçÿâà ñå ñúñ
ñëåäíàòà ôîðìóëà:

DX = E(X − EX)2 =
n∑
i=1

(xi − EX)2pi
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DX = E(X − EX)2 = E(X2 − 2XEX + (EX)2) =

= EX2 − 2EXEX + (EX)2 = EX2 − (EX)2

Çàïèñàíî íàé-êðàòêî:

DX = EX2 − (EX)2, EX2 =
n∑
i=1

x2
i pi

Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå F (X) ñå èç÷èñëÿâà ïî ñëåäíàòà ôîðìóëà:

F (X) =
∑
i,xi<X

pi

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè ñòîéíîñòè ñå ñúáèðàò, çàïî÷âàéêè îòëÿâî. Åòî òàêà:

F (X) =



0 X < x1,

p1 x1 ≤ X ≤ x2,

p1 + p2 x2 ≤ X ≤ x3

p1 + p2 + p3 x3 ≤ X ≤ x4

p1 + p2 + p3 + p4 x4 ≤ X ≤ x5

. . . . . .

p1 + p2 + . . .+ pn = 1 xn ≤ X

Ãîëåìèÿò X ïîêàçâà íàøàòà ïîçèöèÿ â ìîìåíòà. Òîåñò, êîãàòî ñìå îòëÿâî íà íàé-
íèñêàòà ñòîéíîñò â íàøàòà òàáëèöà x1, ðàçïðåäåëåíèåòî F (X) å íóëà, êîãàòî ñìå
îòäÿñíî íà íàé-âèñîêàòà ñòîéíîñò xn, ðàçïðåäåëåíèåòî F (X) å åäèíèöà.

Åäíî îò ñâîéñòâàòà íà ôóíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (X) å:

P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a)
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Ùå ãî èçïîëçâàìå çà äà ðåøèì äîêðàé çàäà÷àòà.
Íåêà äà ñå âúðíåì êúì çàäà÷àòà.

X −1 0 1 2 3
P c 2c 2c c c

Ïúðâî òðÿáâà äà íàìåðèì c. Ñóìàòà îò âñè÷êè âåðîÿòíîñòè å åäèíèöà:

c+ 2c+ 2c+ c+ c = 1 =⇒ 7c = 1 =⇒ c =
1

7

Òîãàâà òàáëèöàòà ñòàâà:

X −1 0 1 2 3
P 1/7 2/7 2/7 1/7 1/7

Íàìèðàìå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå:

EX =
5∑
i=1

xipi = −1 · 1

7
+ 0 · 2

7
+ 1 · 2

7
+ 2 · 1

7
+ 3 · 1

7
= −1

7
+

4

7
+

3

7
=

6

7

Ñåãà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå çà X2:

EX2 =
5∑
i=1

x2
i pi = 1 · 1

7
+ 0 · 2

7
+ 1 · 2

7
+ 4 · 1

7
+ 9 · 1

7
=

1

7
+

2

7
+

4

7
+

9

7
=

16

7

Äèñïåðñèÿòà:

DX = EX2 − (EX)2 =
16

7
−
(

6

7

)2

=
7 · 16

49
− 36

49
=

76

49

Òàáëèöàòà îòíîâî:
X −1 0 1 2 3
P 1/7 2/7 2/7 1/7 1/7

Ôóíêèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (X):

F (X) =



0 X < −1,

1/7 −1 ≤ X ≤ 0,

1/7 + 2/7 = 3/7 0 ≤ X ≤ 1

1/7 + 2/7 + 2/7 = 5/7 1 ≤ X ≤ 2

1/7 + 2/7 + 2/7 + 1/7 = 6/7 2 ≤ X ≤ 3

1/7 + 2/7 + 2/7 + 1/7 + 1/7 = 1 3 ≤ X
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Ñåãà ñå òúðñè âåðîÿòíîñòòà X äà å ìåæäó íóëà è äâå:

P (0 < X ≤ 2) = F (2)− F (0)

Èìàìå X ïî-ãîëÿìî îò íóëà, êîåòî å 3/7, è ïî-ìàëêî îò äâå, êîåòî å 5/7:

P (0 < X ≤ 2) = F (2)− F (0) =
5

7
− 3

7
=

2

7

Îòãîâîð: c = 1/7, EX = 6/7, DX = 76/49, P (0 < X < 2) = 2/7.

Çàäà÷à 1. Ñ ïîìîùòà íà óñëîâèÿòà íà Êîøè-Ðèìàí, äà ñå íàìåðè àíàëèòè÷íà ôóí-
êöèÿ, çà êîÿòî u(x, y) = 2xy + ex sin(y), f(0) = 0.

Ðåøåíèå. Íåêà äà èìàìå êîìïëåêñíî ÷èñëî z = x + iy, êîìïëåêñíà àíàëèòè÷íà
ôóíêöèÿ f(z), ðåàëíè ôóíêöèè u(x, y) è v(x, y). Òîãàâà êîìïëåêñíàòà ôóíêöèÿ f(z)
å ðàâíà íà:

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

Çà íåÿ âàæàò óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-Ðèìàí:∣∣∣∣ u′x = v′y
u′y = −v′x

Êàòî èìàìå äàäåíà åäíàòà ðåàëíà ôóíêöèÿ, íàïðèìåð u(x, y), ÷ðåç ïúðâèòå �è ÷àñòíè
ïðîèçâîäíè ìîæåì äà íàìåðèì äðóãàòà ðåàëíà ôóíêöèÿ v(x, y). Òîãàâà v(x, y) ùå
èìà âèäà:

v(x, y) = C(x, y) + C(x) + C(y) + C

Ùå ïîëó÷èì ôóíêöèÿ íà x è y, ôóíêöèÿ ñàìî íà x è ôóíêöèÿ ñàìî íà y. Äîáàâÿìå
è êîíñòàíòà.
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Íåêà äà âèäèì êàê òî÷íî. Èìàìå äàäåíà ôóíêöèÿòà u(x, y):

u(x, y) = 2xy + ex sin(y)

Äèôåðåíöèðàìå ôóíêöèÿòà u(x, y) ïî x:

u′x = 2y + ex sin(y) =⇒ v′y = 2y + ex sin(y)

Ïðîèçâîäíèòå ñà ðàâíè çàðàäè óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-Ðèìàí. Ñåãà èíòåãðèðàìå
ôóíêöèÿòà v(x, y) ïî y:

v(x, y) =

∫
[2y + ex sin(y)]dy = y2 − ex cos(y) + C(x) (1)

Äîáàâÿìå ôóíêöèÿ ñàìî ïî x (êîÿòî òðÿáâà äà íàìåðèì), òúé êàòî èíòåãðèðàõìå
ïî y.
Ñåãà äèôåðåíöèðàìå ôóíêöèÿòà u(x, y) ïî y:

u′y = 2x+ ex cos(y) =⇒ v′x = −[2x+ ex cos(y)]

Èíòåãðèðàìå ôóíêöèÿòà v(x, y) ïî x:

v(x, y) = −
∫

[2x+ ex cos(y)]dx = −[x2 + ex cos(y)] = −x2 − ex cos(y) + C(y) (2)

Ñåãà äîáàâÿìå ôóíêöèÿ ñàìî ïî y, òúé êàòî èíòåãðèðàõìå ïî x.
Êàêòî ñå âèæäà èìàìå äâà ðåçóëòàòà (1) è (2) çà v(x, y), êîèòî òðÿáâà äà ñà ðàâíè.

Ïðèðàâíÿâàìå ãè:

y2 − ex cos(y) + C(x) = −x2 − ex cos(y) + C(y)

y2 + C(x) = −x2 + C(y)

È çàïèñâàìå îòäåëíèòå ôóíêöèè:

C(x, y) = −ex cos(y), C(x) = −x2, C(y) = y2

Òîãàâà òúðñåíàòà ôóíêöèÿ v(x, y) å:

v(x, y) = y2 − x2 − ex cos(y) + C

Ôóíêöèÿòà f(z) å:

f(z) = 2xy + ex sin(y) + i(y2 − x2 − ex cos(y) + C)

Òðÿáâà äà íàìåðèì êîíñòàíòàòà. Çàòîâà å óñëîâèåòî f(0) = 0. Íàìèðàìå ñòîé-
íîñòòà íà ôóíêöèÿòà ïðè z = 0, òîåñò x = 0 è y = 0:

f(0) = 0 + e0.0 + i(0− 0− e0.1 + C) = i(−1 + C) = Ci− i
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Ñåãà ïðèðàâíÿâàìå íà íóëà:

Ci− i = 0 =⇒ Ci = i =⇒ C = 1

Ôóíêöèÿòà f(z):

f(z) = 2xy + ex sin(y) + i(y2 − x2 − ex cos(y) + 1)

Îòãîâîð: v(x, y) = y2 − x2 − ex cos(y) + 1.

Çàäà÷à 2. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
|z−2|=4

e2z

z2(z − 2)
dz.

Ðåøåíèå. Íóëèðàíåòî íà çíàìåíàòåëÿ â îïðåäåëåíà òî÷êà ñå íàðè÷à ïîëþñ îò êðàò-
íîñò m. Êðàòíîñòòà íà ïîëþñà å ðàçëèêàòà îò êðàòíîñòòà íà çíàìåíàòåëÿ è êðàò-
íîñòòà íà ÷èñëèòåëÿ.
Èç÷èñëÿâàíåòî íà êîíòóðåí èíòåãðàë îêîëî ïîëþñ ñå íàðè÷à ðåçèäóóì. Ñòîéíîñò-

òà íà äàäåíèÿ èíòåãðàë å ñóìàòà îò ðåçèäóóìèòå:

I = 2πi
n∑
i=1

Res zi

Ôîðìóëàòà çà ðåçèäóóì îò m êðàòåí ïîëþñ (òîâà å ãðàíèöà îò m− 1 ïðîèçâîäíà
íà (z − z0)f(z)):

Res z0 =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

[(z − z0)mf(z)](m−1)

Ôîðìóëàòà çà åäíîêðàòåí ïîëþñ:

Res z0 = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

Íåêà äà ñå âúðíåì êúì çàäà÷àòà. Ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ å:

e2z

z2(z − 2)

Íóëèòå íà çíàìåíàòåëÿ ñà 0 è 2, ÷èñëèòåëÿ íÿìà íóëè (e2z å âèíàãè ïîëîæèòåëíà).
Òîãàâà èìàìå äâóêðàòåí ïîëþñ â z = 0 è åäíîêðàòåí ïîëþñ â z = 2. Óñëîâèåòî å:∫

|z−2|=4

e2z

z2(z − 2)
dz
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Èíòåãðèðàìå âúðõó îêðúæíîñò ñ öåíòúð 2 è ðàäèóñ 4. È äâàòà ïîëþñà ñà âúòðå
â îêðúæíîñòòà. Òîãàâà ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà å:

I = 2πi(Res 0 + Res 2)

Íåêà äà èç÷èñëèì åäíîêðàòíèÿ ïîëþñ â z = 2:

Res 2 = lim
z→2

(z − 2)
e2z

z2(z − 2)
= lim

z→2

e2z

z2
=
e4

4

Ñåãà äâóêðàòíèÿ ïîëþñ â z = 0:

Res 0 =
1

(2− 1)!
lim
z→0

[
(z − 0)2 e2z

z2(z − 2)

](2−1)

=
1

1!
lim
z→0

[
z2 e2z

z2(z − 2)

](1)

=

= lim
z→0

[
e2z

z − 2

]′
= lim

z→0

2e2z(z − 2)− e2z.1

(z − 2)2
= lim

z→0

e2z(2z − 4− 1)

(z − 2)2
=
−5

4

Ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëà å:

I = 2πi

[
e4

4
− 5

4

]
=
πi

2
(e4 − 5)

Îòãîâîð: (e4 − 5)πi/2.



2 Âòîðà òåìà

Çàäà÷à 1. Ñ ìåòîäèòå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ðåøåòå èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå

x(t) = t+ 2

∫ t

0

cos(t− τ)x(τ)dτ.

Çàäà÷à 2. Èìàìå äâå åäíàêâè íà âúíøåí âèä êóòèè. Â ïúðâàòà èìà 4 áåëè è 6 ÷åðíè
òîïêè, âúâ âòîðàòà � 7 áåëè è 5 ÷åðíè òîïêè.
à) Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà äà èçâàäèì áÿëà òîïêà îò ïðîèçâîëíà êóòèÿ?
á) Èçâàäåíà å áÿëà òîïêà îò ñëó÷àéíî èçáðàíà êóòèÿ. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà âçå-

òàòà áÿëà òîïêà äà å îò âòîðàòà êóòèÿ?

Çàäà÷à 3. Íàìåðåòå àíàëèòè÷íàòà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), àêî v(x, y) =
3xy + ex cos(y) è f(0) = i.

Çàäà÷à 4. Ðåøåòå èíòåãðàëà ∮
|z−i|=1,5

z + 1

z(z2 + 1)2
dz.

Çàäà÷à 5. Äàäåíà å ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå

f(x) =

{
xe−ax, x ≥ 0, a > 0,

0, x < 0.

Íàìåðåòå ïàðàìåòúðà a è ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX.

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòåëñòâî íà îñíîâíàòà òåîðåìà íà Êîøè è íà òåîðåìàòà íà Êîøè
çà ìíîãîñâúðçàíà îáëàñò.

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.
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Çàäà÷à 2. Èìàìå äâå åäíàêâè íà âúíøåí âèä êóòèè. Â ïúðâàòà èìà 4 áåëè è 6 ÷åðíè
òîïêè, âúâ âòîðàòà � 7 áåëè è 5 ÷åðíè òîïêè.
à) Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà äà èçâàäèì áÿëà òîïêà îò ïðîèçâîëíà êóòèÿ?
á) Èçâàäåíà å áÿëà òîïêà îò ñëó÷àéíî èçáðàíà êóòèÿ. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà âçå-

òàòà áÿëà òîïêà äà å îò âòîðàòà êóòèÿ?

Ðåøåíèå. Íåêà äà îòáåëåæèì èçâàæäàíåòî íà áÿëà òîïêà îò ïúðâàòà êóòèÿ ñ H1,
à îò âòîðàòà êóòèÿ ñ H2. Èìàìå äâå ñúáèòèÿ, âñÿêî ñ âåðîÿòíîñò äà ñå ñëó÷è 1/2,
ñáîðúò èì å åäèíèöà:

P (H1) =
1

2
, P (H2) =

1

2
,

2∑
i=1

P (Hi) = 1

Íåêà äà îòáëåæèì ñúáèòèåòî �èçâàæäàíå íà áÿëà òîïêà� ñ A. Ñúáèòèåòî ñå ñëó÷âà
ñàìî àêî åäíî îò ñúáèòèÿòà H1 èëè H2 âå÷å ñå å ñëó÷èëî. Íåêà äà èçâàäèì òîïêà
îò ïúðàòà êóòèÿ, áåëèòå òîïêè ñà 4, âñè÷êèòå òîïêè ñà 10:

P (A/H1) =
4

10
=

2

5

Íåêà ñåãà äà èçâàäèì òîïêà îò âòîðàòà êóòèÿ, áåëèòå òîïêè ñà 7, âñè÷êèòå ñà 12:

P (A/H2) =
7

12

Äâåòå ñúáèòèÿ ñà íåñúâìåñòèìè � ìîæåì äà èçâàäèì òîïêà èëè îò ïúðâàòà êóòèÿ
èëè îò âòîðàòà êóòèÿ, êàòî âñåêè ïúò çàïî÷âàìå îòíà÷àëî. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà
ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò:

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) =
1

2
· 2

5
+

1

2
· 7

12
=

=
1

5
+

7

24
=

24

120
+

35

120
=

59

120
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Ñåãà âòîðà ïîäòî÷êà. Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà íà Áåéñ çà äà èç÷èñëèì âåðîÿòíîñòòà
äà ñìå èçâàäèëè áÿëàòà òîïêà îò âòîðàòà êóòèÿ:

P (H2/A) =
P (H2)P (A/H2)

P (A)
=

1/2 · 7/12

59/120
=

7

24
· 120

59
=

35

59

Äà èç÷èñëèì è âåðîÿòíîñòòà äà ñìå èçâàäèëè áÿëà òîïêà îò ïúðâàòà êóòèÿ, ñáîðà
íà äâåòå âåðîÿòíîñòè òðÿáâà äà å åäèíèöà:

P (H1/A) =
P (H1)P (A/H1)

P (A)
=

1/2 · 2/5
59/120

=
1

5
· 120

59
=

24

59

Îòãîâîð: P (A) = 59/120, P (H2/A) = 35/59.

Çàäà÷à 5. Äàäåíà å ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå

f(x) =

{
xe−ax, x ≥ 0, a > 0,

0, x < 0.

Íàìåðåòå ïàðàìåòúðà a è ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX.

Ðåøåíèå. Íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X è íåéíàòà
ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå F (X) ñà íåïðåêúñíàòè, àêî ñúùåñòâóâà f(x) ≥ 0, f(x)
èíòåãðóåìà â (−∞,∞) çà âñÿêî ðåàëíî x, òàêà ÷å:

F (X) =

∫ x

−∞
f(t)dt

Ôóíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå.
Íîðìèðàùî ñâîéñòâî (àíàëîã íà ñóìàòà îò âñè÷êè âåðîÿòíîñòè ïðè äèñêðåòíà

ñëó÷àéíà âåëè÷èíà): ∫ ∞
−∞

f(x)dx = 1

Òîâà ñâîéñòâî å çà íàìèðàíå íà ñòîéíîñòèòå íà âåðîÿòíîñòòà:

P (a ≤ X ≤ b) =

∫ b

a

f(x)dx

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå å:

EX =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx

Äèñïåðñèÿòà å ïî ñúùàòà ôîðìóëà:

DX = E(X − EX)2 =

∫ ∞
−∞

(x− EX)2f(x)dx
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DX = E(X − EX)2 = E(X2 − 2XEX + (EX)2) =

= EX2 − 2EXEX + (EX)2 = EX2 − (EX)2

Çàïèñàíî íàé-êðàòêî:

DX = EX2 − (EX)2, EX2 =

∫ ∞
−∞

x2f(x)dx

Íåêà äà ñå âúðíåì êúì çàäà÷àòà. Òðÿáâà äà íàìåðèì ïàðàìåòúðà a:∫ ∞
−∞

f(x)dx = 1 =⇒
∫ 0

−∞
0dx+

∫ ∞
0

xe−axdx = 1

Ïúðâèÿò èíòåãðàë å íóëà. Âòîðèÿò å íåñîáñòâåí, ïðåñìÿòà ñå òàêà:∫ ∞
0

xe−axdx = lim
N→∞

∫ N

0

xe−axdx = lim
N→∞

[
−1

a

∫ N

0

xe−axd(−ax)

]
=

= −1

a
lim
N→∞

[∫ N

0

xd(e−ax)

]
= −1

a
lim
N→∞

[
xe−ax|N0 −

∫ N

0

e−axdx

]
Èíòåãðèðàõìå ïî-÷àñòè, −1/a èçëåçå îòïðåä (íå çàâèñè îò x).

−1

a
lim
N→∞

[
xe−ax|N0 −

∫ N

0

e−axdx

]
= −1

a
lim
N→∞

[
Ne−aN − 0e−a0 −

∫ N

0

e−axdx

]
=

= −1

a

[
lim
N→∞

Ne−aN − lim
N→∞

∫ N

0

e−axdx

]
Íåêà äà ïîãëåäíåì ëÿâàòà ãðàíèöà:

lim
N→∞

Ne−aN = [∞.e−∞] = [∞.0]

Òîâà å íåîïðåäåëåíîñò, òðÿáâà äà ÿ ïðåîáðàçóâàìå â áåçêðàéíîñò âúðõó áåçêðàéíîñò
èëè íóëà âúðõó íóëà, çà äà ïðèëîæèì ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë.

lim
N→∞

Ne−aN = lim
N→∞

N

eaN
=
[∞
∞

]
Ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë � äèôåðåíöèðàìå ïîîòäåëíî ÷èñëèòåëÿ è çíàìå-
íàòåëÿ:

lim
N→∞

N

eaN
=⇒ lim

N→∞

1

aeaN
=

1

∞
= 0

Íåêà äà îòáëåæèì, ÷å e−∞ → 0, e∞ →∞ (âèæäà ñå è íà ãðàôèêàòà íà ex).
Îáðàòíî êúì èíòåãðàëà:

−1

a

[
0− lim

N→∞

∫ N

0

e−axdx

]
=

1

a
lim
N→∞

∫ N

0

e−axdx = − 1

a2
lim
N→∞

∫ N

0

e−axd(−ax) =

= − 1

a2
lim
N→∞

e−ax|N0 = − 1

a2

[
lim
N→∞

e−aN − lim
N→∞

e−a0
]

= − 1

a2
[0− 1] =

1

a2
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Èíòåãðàëúò å ðàâåí íà åäèíèöà:∫ ∞
0

xe−axdx = 1 =⇒ 1

a2
= 1 =⇒ a = ±1

Ïî óñëîâèå a > 0, òîãàâà a = 1:

f(x) =

{
xe−x, x ≥ 0,

0, x < 0.

Ñåãà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå:

EX =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∫ 0

−∞
x0dx+

∫ ∞
0

x(xe−x)dx =

∫ ∞
0

x2e−xdx

Èíòåãðàëúò ñå ðåøàâà ÷ðåç èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè.∫ ∞
0

x2e−xdx = − lim
N→∞

∫ N

0

x2e−xd(−x) = − lim
N→∞

∫ N

0

x2d(e−x) =

= − lim
N→∞

[
x2e−x|N0 −

∫ N

0

e−xd(x2)

]
=

= − lim
N→∞

[
N2e−N − 02e−0 −

∫ N

0

2xe−xdx

]
Íåêà äà ðàçãëåäàìå ëÿâàòà ãðàíèöà:

lim
N→∞

N2e−N = lim
N→∞

N2

eN
=
[∞
∞

]
Òîâà å íåîïðåäåëåíà ôîðìà, ìîæåì äà ïðèëîæèì ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë:

lim
N→∞

N2

eN
=⇒ lim

N→∞

2N

eN
=
[∞
∞

]
Ïàê íåîïðåäåëåíà ôîðìà, ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî îùå âåäíúæ:

lim
N→∞

2N

eN
=⇒ lim

N→∞

2

eN
=

2

∞
= 0

Ïúðâèòå äâå ñúáèðàåìè ñà íóëà, îñòàâà ñàìî èíòåãðàëà:

lim
N→∞

∫ N

0

2xe−xdx = −2 lim
N→∞

∫ N

0

xe−xd(−x) = −2 lim
N→∞

∫ N

0

xde−x =

= −2 lim
N→∞

[
xe−x|N0 −

∫ N

0

e−xdx

]
=

= −2 lim
N→∞

[
Ne−N − 0e−0 −

∫ N

0

e−xdx

]
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Ïàê ðàçãëåæäàìå ëÿâàòà ãðàíèöà è ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë:

lim
N→∞

Ne−N = lim
N→∞

N

eN
=
[∞
∞

]
=⇒ lim

N→∞

1

eN
=

1

∞
= 0

Ïúðâèòå äâå ñúáèðàåìè ñà íóëà, ïàê îñòàâà ñàìî èíòåãðàëà:

2 lim
N→∞

∫ N

0

e−xdx = −2 lim
N→∞

∫ N

0

e−xd(−x) = −2 lim
N→∞

e−x|N0 =

= −2 lim
N→∞

[
e−N − e−0

]
= −2

[
lim
N→∞

e−N − 1
]

= −2[0− 1] = 2

Îòãîâîð: a = 1, EX = 2.

Çàäà÷à 3. Íàìåðåòå àíàëèòè÷íàòà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), àêî v(x, y) =
3xy + ex cos(y) è f(0) = i.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-Ðèìàí:∣∣∣∣ u′x = v′y
u′y = −v′x

Èìàìå äàäåíà ôóíêöèÿòà v(x, y):

v(x, y) = 3xy + ex cos(y)

Äèôåðåíöèðàìå v(x, y) ïî x:

v′x = 3y + ex cos(y) =⇒ u′y = −[3y + ex cos(y)]

Èíòåãðèðàìå u(x, y) ïî y:

u(x, y) = −
∫

[3y + ex cos(y)]dy = −
[

3

2
y2 + ex sin(y)

]
= −3

2
y2 − ex sin(y) + C(x) (3)

Ñåãà äèôåðåíöèðàìå v(x, y) ïî y:

v′y = 3x− ex sin(y) =⇒ u′x = 3x− ex sin(y)

Èíòåãðèðàìå u(x, y) ïî x:

u(x, y) =

∫
[3x− ex sin(y)]dx =

3

2
x2 − ex sin(y) + C(y) (4)

Ïðèðàâíÿâàìå ôóíêöèèòå îò (3) è (4):

−3

2
y2 − ex sin(y) + C(x) =

3

2
x2 − ex sin(y) + C(y)

−3

2
y2 + C(x) =

3

2
x2 + C(y)
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Çàïèñâàìå îòäåëíèòå ôóíêöèè:

C(x, y) = −ex sin(y), C(x) =
3

2
x2, C(y) = −3

2
y2

Òîãàâà ôóíêöèÿòà u(x, y) å:

u(x, y) =
3

2
x2 − 3

2
y2 − ex sin(y) + C

Ôóíêöèÿòà f(z) å:

f(z) =
3

2
(x2 − y2)− ex sin(y) + C + i(3xy + ex cos(y))

Òðÿáâà äà íàìåðèì êîíñòàíòàòà. Ùå èçïîëçâàìå óñëîâèåòî f(0) = i:

f(0) =
3

2
(0− 0)− e0.0 + C + i(0 + e0.1) = C + i(0 + 1) = C + i

Ïðèðàâíÿâàìå íà i:
C + i = i =⇒ C = 0

Ôóíêöèÿòà f(z):

f(z) =
3

2
(x2 − y2)− ex sin(y) + i(3xy + ex cos(y))

Îòãîâîð: u(x, y) = 3/2(x2 − y2)− ex sin(y).

Çàäà÷à 4. Ðåøåòå èíòåãðàëà ∮
|z−i|=1,5

z + 1

z(z2 + 1)2
dz.

Ðåøåíèå. Òðÿáâà äà ðàçëîæèì ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ:

z + 1

z(z2 + 1)2
=

z + 1

z[(z − i)(z + i)]2
=

z + 1

z(z − i)2(z + i)2

Íóëèòå íà çíàìåíàòåëÿ ñà 0, i è −i, íóëèòå íà ÷èñëèòåëÿ: −1. Íÿìà ñúâïàäàùè ìåæ-
äó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Òîãàâà èìàìå åäíîêðàòåí ïîëþñ â z = 0, äâóêðàòåí
ïîëþñ â z = i è äâóêðàòåí ïîëþñ â z = −i. Óñëîâèåòî å:∮

|z−i|=1,5

z + 1

z(z2 + 1)2
dz
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Èíòåãðèðàìå âúðõó îêðúæíîñò ñ öåíòúð i è ðàäèóñ 1, 5. Òî÷êèòå 0 è i ñà â îê-
ðúæíîñòòà, íî −i íå å. Â òàêúâ ñëó÷àé ðåøåíèåòî å:

I = 2πi(Res 0 + Res i)

Íåêà äà èç÷èñëèì åäíîêðàòíèÿ ïîëþñ â íóëàòà:

Res 0 = lim
z→0

(z − 0)
z + 1

z(z − i)2(z + i)2
= lim

z→0

z + 1

(z2 + 1)2
=

1

1
= 1

Ñåãà äâóêðàòíèÿ ïîëþñ â i:

Res i =
1

(2− 1)!
lim
z→i

[
(z − i)2 z + 1

z(z − i)2(z + i)2

](2−1)

= lim
z→i

[
z + 1

z(z + i)2

]′
Äà ñìåòíåì îòäåëíî ïðîèçâîäíàòà:[

z + 1

z(z + i)2

]′
=
z(z + i)2 − (z + 1)[z(z + i)2]′

z2(z + i)4
=

=
z(z + i)2 − (z + 1)[(z + i)2 + z2(z + i)]

z2(z + i)4
=
z(z + i)− (z + 1)[z + i+ 2z]

z2(z + i)3
=

=
z(z + i)− (z + 1)(3z + i)

z2(z + i)3
=
z2 + zi− (3z2 + zi+ 3z + i)

z2(z + i)3
=
−2z2 − 3z − i
z2(z + i)3

Çàìåñòâàìå îáðàòíî â ãðàíèöàòà:

lim
z→i

−2z2 − 3z − i
z2(z + i)3

=
−2i2 − 3i− i

i2(2i)3
=

2− 4i

2i
=

1− 2i

i
=

=
1− 2i

i

−i
−i

=
−i+ 2i2

−i2
=
−i− 2

1
= −2− i

Ðåøåíèåòî å:
I = 2πi(1− 2− i) = 2πi(−1− i) = 2π(1− i)

Îòãîâîð: 2π(1− i).



3 Òðåòà òåìà

Çàäà÷à 1. Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà:∫
|z|=4

ez − 1

z2 sin(z)
dz.

Çàäà÷à 2. Äà ñå âúçñòàíîâè õîëîìîðôíàòà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), àêî
f(0) = 0 è

u(x, y) = 2xy + ex sin(y).

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðàçâèå â ðåä íà Ôóðèå ôóíêöèÿòà:

f(x) = −x− 4, x ∈ [−6,−2].

Çàäà÷à 4. Ñ ìåòîäèòå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ðåøåòå èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå:

x(t) = t+ 2

∫ t

0

cos(t− τ)x(τ)dτ.

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå:

xi −2 −1 0 1 2
pi 0, 2 0, 3 p3 0, 08 0, 02

Äà ñå íàìåðÿò âåðîÿòíîñòòà p3, ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX è äèñïåðñèÿòà DX
íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X.

Çàäà÷à 6. Èìàìå òðè åäíàêâè íà âúíøåí âèä êóòèè. Â ïúðâàòà èìà 4 áåëè è 6 ÷åðíè
òîïêè, âúâ âòîðàòà � 7 áåëè è 5 ÷åðíè, â òðåòàòà � 6 áåëè è 4 ÷åðíè.
à) Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà äà èçâàäèì áÿëà òîïêà îò ïðîèçâîëíà êóòèÿ?
á) Èçâàäåíà å áÿëà òîïêà îò ñëó÷àéíî èçáðàíà êóòèÿ. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà âçå-

òàòà áÿëà òîïêà äà å îò âòîðàòà êóòèÿ?

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.
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Çàäà÷à 6. Èìàìå òðè åäíàêâè íà âúíøåí âèä êóòèè. Â ïúðâàòà èìà 4 áåëè è 6 ÷åðíè
òîïêè, âúâ âòîðàòà � 7 áåëè è 5 ÷åðíè, â òðåòàòà � 6 áåëè è 4 ÷åðíè.
à) Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà äà èçâàäèì áÿëà òîïêà îò ïðîèçâîëíà êóòèÿ?
á) Èçâàäåíà å áÿëà òîïêà îò ñëó÷àéíî èçáðàíà êóòèÿ. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà âçå-

òàòà áÿëà òîïêà äà å îò âòîðàòà êóòèÿ?

Ðåøåíèå. Íåêà äà îòáåëåæèì èçâàæäàíåòî íà áÿëà òîïêà îò ïúðâàòà êóòèÿ ñ H1, îò
âòîðàòà êóòèÿ ñ H2 è îò òðåòàòà êóòèÿ ñ H3. Èìàìå òðè ñúáèòèÿ, âñÿêî ñ âåðîÿòíîñò
äà ñå ñëó÷è 1/3, ñáîðúò èì å åäèíèöà:

P (H1) =
1

3
, P (H2) =

1

3
, P (H3) =

1

3
,

3∑
i=1

P (Hi) = 1

Íåêà äà îòáëåæèì ñúáèòèåòî �èçâàæäàíå íà áÿëà òîïêà� ñ A. Ñúáèòèåòî ñå ñëó÷âà
ñàìî àêî åäíî îò ñúáèòèÿòà H1 èëè H2 èëè H3 âå÷å ñå å ñëó÷èëî. Íåêà äà èçâàäèì
òîïêà îò ïúðàòà êóòèÿ, áåëèòå òîïêè ñà 4, âñè÷êèòå òîïêè ñà 10:

P (A/H1) =
4

10
=

2

5

Íåêà ñåãà äà èçâàäèì òîïêà îò âòîðàòà êóòèÿ, áåëèòå òîïêè ñà 7, âñè÷êèòå ñà 12:

P (A/H2) =
7

12

Íåêà ñåãà äà èçâàäèì òîïêà îò òðåòàòà êóòèÿ, áåëèòå òîïêè ñà 6, âñè÷êèòå ñà 10:

P (A/H3) =
6

10
=

3

5

Òðèòå ñúáèòèÿ ñà íåñúâìåñòèìè � ìîæåì äà èçâàäèì òîïêà èëè îò ïúðâàòà êóòèÿ
èëè îò âòîðàòà êóòèÿ èëè îò òðåòàòà êóòèÿ, êàòî âñåêè ïúò çàïî÷âàìå îòíà÷àëî.
Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò:

P (A) = P (H1)P (A/H1) + P (H2)P (A/H2) + P (H3)P (A/H3) =

=
1

3
· 2

5
+

1

3
· 7

12
+

1

3
· 3

5
=

2

15
+

7

36
+

1

5
=

24 + 35 + 36

5 · 36
=

95

5 · 36
=

19

36
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Ñåãà âòîðà ïîäòî÷êà. Ïðèëàãàìå ôîðìóëàòà íà Áåéñ çà äà èç÷èñëèì âåðîÿòíîñòòà
äà ñìå èçâàäèëè áÿëàòà òîïêà îò âòîðàòà êóòèÿ:

P (H2/A) =
P (H2)P (A/H2)

P (A)
=

1/3 · 7/12

19/36
=

7

36
· 36

19
=

7

19

Íåêà äà âèäèì äðóãèòå äâå âåðîÿòíîñòè, ñóìàòà íà òðèòå òðÿáâà äà å åäèíèöà:

P (H1/A) =
P (H1)P (A/H1)

P (A)
=

1/3 · 2/5
19/36

=
2

15
· 36

19
=

24

5 · 19

P (H3/A) =
P (H3)P (A/H3)

P (A)
=

1/3 · 3/5
19/36

=
1

5
· 36

19
=

36

5 · 19
3∑
i=1

P (Hi/A) =
24

5 · 19
+

7

19
+

36

5 · 19
=

24 + 35 + 36

95
=

95

95
= 1

Îòãîâîð: P (A) = 19/36, P (H2/A) = 7/19.

Çàäà÷à 5. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå:

xi −2 −1 0 1 2
pi 0, 2 0, 3 p3 0, 08 0, 02

Äà ñå íàìåðÿò âåðîÿòíîñòòà p3, ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX è äèñïåðñèÿòà DX
íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X.

Ðåøåíèå. Ñóìàòà îò âñè÷êè âåðîÿòíîñòè å åäèíèöà:

0, 2 + 0, 3 + p3 + 0, 08 + 0, 02 = 1 =⇒ 0, 5 + p3 + 0, 1 = 1 =⇒ p3 = 0, 4

Òîãàâà òàáëèöàòà ñòàâà:

xi −2 −1 0 1 2
pi 0, 2 0, 3 0, 4 0, 08 0, 02

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå:

EX =
5∑
i=1

xipi = −2 · 0, 2− 1 · 0, 3 + 0 + 1 · 0, 08 + 2 · 0, 02 =

= −0, 4− 0, 3 + 0, 08 + 0, 04 = −0, 7 + 0, 12 = −0, 58

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå çà X2:

EX2 =
5∑
i=1

x2
i pi = 4 · 0, 2 + 1 · 0, 3 + 0 + 1 · 0, 08 + 4 · 0, 02 =

= 0, 8 + 0, 3 + 0, 08 + 0, 08 = 1, 1 + 0, 16 = 1, 26

Äèñïåðñèÿòà:

DX = EX2 − (EX)2 = 1, 26− (−0, 58)2 = 1, 26− 0, 3364 = 0, 9236

Îòãîâîð: p3 = 0, 4, EX = −0, 58, DX = 0, 9236.
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Çàäà÷à 2. Äà ñå âúçñòàíîâè õîëîìîðôíàòà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), àêî
f(0) = 0 è

u(x, y) = 2xy + ex sin(y).

Ðåøåíèå. Õîëîìîðôíèòå ôóíêöèè ñà àíàëèòè÷íè. Çàäà÷àòà âå÷å å ðåøåíà. Âèæ
Òåìà 1, Çàäà÷à 1.

Çàäà÷à 1. Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà:∫
|z|=4

ez − 1

z2 sin(z)
dz.

Ðåøåíèå. Èíòåãðèðàìå âúðõó öåíòðàëíà îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ 4.

Íóëèòå íà çíàìåíàòåëÿ z2 sin(z):

z2 = 0 =⇒ z = 0, sin(z) = 0 =⇒ z = 0,±π,±2π,±3π, . . .

Íóëèòå íà ÷èñëèòåëÿ:
ez − 1 = 0 =⇒ z = 0

Â çíàìåíàòåëÿ z å íà âòîðà ñòåïåí è ñèíóñà ñå íóëèðà â íóëàòà, òîåñò èìàìå òðåòà
êðàòíîñò â çíàìåíàòåëÿ. Íî è ÷èñëèòåëÿ ñå íóëèðà â z = 0. Òîãàâà êàòî ñå èçâàäÿò
äâåòå êðàòíîñòè ñå ïîëó÷àâà: 3 − 1 = 2. Òîåñò èìàìå äâóêðàòåí ïîëþñ â z = 0.
Ïîëþñúò å â îêðúæíîñòòà.
Ñåãà ãëåäàìå äðóãèòå íóëè íà ñèíóñà. Ñàìî òî÷êèòå π è −π ñà â îêðúæíîñòòà,

äðóãèòå ñà èçâúí íåÿ. Òîåñò èìàìå åäíîêðàòåí ïîëþñ â z = π è åäíîêðàòåí ïîëþñ
â z = −π.
Òîãàâà ðåøåíèåòî å:

I = 2πi(Res 0 + Res π + Res(−π)
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Èç÷èñëÿâàìå äâóêðàòíèÿ ïîëþñ â íóëàòà:

Res 0 =
1

(2− 1)!
lim
z→0

[
(z − 0)2 ez − 1

z2 sin(z)

](2−1)

= lim
z→0

[
ez − 1

sin(z)

]′
=

= lim
z→0

ez

cos(z)
=

e0

cos(0)
=

1

1
= 1

Ñåãà åäíîêðàòíèÿ ïîëþñ â π:

Res π = lim
z→π

(z − π)
ez − 1

z2 sin(z)
= lim

z→π

ez − 1

z2
lim
z→π

z − π
sin(z)

Âòîðàòà ãðàíèöà å íåîïðåäåëåíîñò (íóëà âúðõó íóëà), çà íåÿ ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî
íà Ëîïèòàë:

lim
z→π

ez − 1

z2
lim
z→π

1

cos(z)
=
eπ − 1

π2

1

cos(π)
=
eπ − 1

π2

1

−1
= −e

π − 1

π2

È åäíîêðàòíèÿ ïîëþñ â −π:

Res π = lim
z→−π

(z + π)
ez − 1

z2 sin(z)
= lim

z→−π

ez − 1

z2
lim
z→−π

z + π

sin(z)

Ìîæåì äà çàïèøåì è òàêà:

lim
z→−π

ez − 1

z2
lim
z→−π

z + π

sin(z)
=
e−π − 1

(−π)2
lim
z→−π

z + π

sin(z)

Ïðèëàãàìå ïðàâèëîòî íà Ëîïèòàë çà âòîðàòà ãðàíèöà:

lim
z→−π

ez − 1

z2
lim
z→−π

1

cos(z)
=
e−π − 1

π2

1

cos(−π)
=
e−π − 1

π2

1

−1
= −e

−pi − 1

π2

Ðåøåíèåòî:

I = 2πi

(
1− eπ − 1

π2
− e−π − 1

π2

)
= 2πi

(
1− eπ + e−π − 2

π2

)
Îòãîâîð: 2πi(1− (eπ + e−π − 2)/π2).



4 ×åòâúðòà òåìà

Çàäà÷à 1. Äàäåíî å âåêòîðíîòî ïîëå
−→
F :

−→
F (x, y, z) =

−→
F (3x2y3z3 + 3, 3y2x3z3 + 4, 3z2x3y3 + 5).

Äà ñå óñòàíîâè äàëè:
à)
−→
F å ïîòåíöèàëíî,

á) u(x, y, z) = x3y3z3 + 3x+ 4y + 5z + 6e å ñêàëàðåí ïîòåíöèàë íà ïîëåòî
−→
F .

Çàäà÷à 2. Íàìåðåòå àíàëèòè÷íàòà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), àêî f(0) = 0 è

v(x, y) = 2(cosh(x) sin(y)− xy).

Çàäà÷à 3. Ðåøåòå êîìïëåêñíèÿ èíòåãðàë:

I =

∫
|z|=1

z

(2z − i)2(z + 5)
dz.

Çàäà÷à 4. Ñ ìåòîäèòå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ðåøåòå óðàâíåíèåòî:

y′′′ + y′ = e2t, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

Çàäà÷à 5. Ñ ïîìîùòà íà îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ ðåøåòå:

y′ − y +

∫ t

0

sin(t− τ)y(τ)dτ = 1, y(0) = 0, t > 0.

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå:

X −1 0 1 2 3
P 2c 2c 2c c c

Íàìåðåòå: c, EX, DX, P (0 < X ≤ 2).

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.
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×åòâúðòà òåìà (2). Ïîñëåäíèòå òðè çàäà÷è ñå ïîâòàðÿò.

Çàäà÷à 7. Ðàçâèéòå â ðåä íà Ôóðèå ïî ñèíóñè ôóíêöèÿòà:

f(x) =

{
x, 0 < x ≤ 1,

0, 1 < x < 3.

Çàäà÷à 8. Íàìåðåòå àíàëèòè÷íàòà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), àêî

u(x, y) = x2 − y2.

Çàäà÷à 9. Ðåøåòå êîìïëåêñíèÿ èíòåãðàë:

I =

∫
|z−1|=2

ez − 1

z(2z − 1)2
dz.

Çàäà÷à 10. Ñ ìåòîäèòå íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ðåøåòå óðàâíåíèåòî:

y′′′ + y′ = e2t, y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

Çàäà÷à 11. Ñ ïîìîùòà íà îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ ðåøåòå:

1 = x′ − x+

∫ t

0

sin(t− τ)x(τ)dτ, x(0) = 0, t > 0.

Çàäà÷à 12. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå:

X −1 0 1 2 3
P c 2c 2c c c

Íàìåðåòå: c, EX, DX, P (0 < X ≤ 2).

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.
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Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàçïðåäåëåíèå:

X −1 0 1 2 3
P 2c 2c 2c c c

Íàìåðåòå: c, EX, DX, P (0 < X ≤ 2).

Ðåøåíèå. Ñóìàòà îò âñè÷êè âåðîÿòíîñòè å åäèíèöà:

2c+ 2c+ 2c+ c+ c = 1 =⇒ 8c = 1 =⇒ c =
1

8

Òîãàâà òàáëèöàòà ñòàâà:

X −1 0 1 2 3
P 2/8 2/8 2/8 1/8 1/8

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå:

EX =
5∑
i=1

xipi = −1 · 2

8
+ 0 + 1 · 2

8
+ 2 · 1

8
+ 3 · 1

8
=

5

8

Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå çà X2:

EX2 =
5∑
i=1

x2
i pi = 1 · 2

8
+ 0 + 1 · 2

8
+ 4 · 1

8
+ 9 · 1

8
=

17

8

Äèñïåðñèÿòà:

DX = EX2 − (EX)2 =
17

8
−
(

5

8

)2

=
17 · 8− 25

64
=

136− 25

64
=

111

64

Çà äà èç÷èñëèì âåðîÿòíîñòòà X äà å ìåæäó íóëà è äâå òðÿáâà äà çàïèøåì ôóíê-
öèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (X):

F (X) =



0 X < −1,

2/8 = 1/4 −1 ≤ X ≤ 0,

2/8 + 2/8 = 4/8 = 1/2 0 ≤ X ≤ 1

2/8 + 2/8 + 2/8 = 6/8 = 3/4 1 ≤ X ≤ 2

2/8 + 2/8 + 2/8 + 1/8 = 7/8 2 ≤ X ≤ 3

2/8 + 2/8 + 2/8 + 1/8 + 1/8 = 1 3 ≤ X



ÒÓ�Ñîôèÿ Âèñøà Ìàòåìàòèêà III 4 ×åòâúðòà òåìà 30

Èìàìå X ïî-ãîëÿìî îò íóëà, êîåòî å 1/2, è ïî-ìàëêî îò äâå, êîåòî å 3/4:

P (0 < X ≤ 2) = F (2)− F (0) =
3

4
− 1

2
=

1

4

Îòãîâîð: c = 1/8, EX = 5/8, DX = 111/64, P (0 < X ≤ 2) = 1/4.

Çàäà÷à 2. Íàìåðåòå àíàëèòè÷íàòà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), àêî f(0) = 0 è

v(x, y) = 2(cosh(x) sin(y)− xy).

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-Ðèìàí:∣∣∣∣ u′x = v′y
u′y = −v′x

Èìàìå äàäåíà ôóíêöèÿòà v(x, y):

v(x, y) = 2 cosh(x) sin(y)− 2xy

Äèôåðåíöèðàìå v(x, y) ïî x:

vx = 2 sinh(x) sin(y)− 2y =⇒ uy = −2 sinh(x) sin(y) + 2y

Èíòåãðèðàìå u(x, y) ïî y:

uy : u(x, y) =

∫
(−2 sinh(x) sin(y) + 2y)dy + C(x) = 2 sinh(x) cos(y) + y2 + C(x)

Ñåãà äèôåðåíöèðàìå v(x, y) ïî y:

vy = 2 cosh(x) cos(y)− 2x =⇒ ux = 2 cosh(x) cos(y)− 2x



ÒÓ�Ñîôèÿ Âèñøà Ìàòåìàòèêà III 4 ×åòâúðòà òåìà 31

Èíòåãðèðàìå u(x, y) ïî x:

ux : u(x, y) =

∫
(2 cosh(x) cos(y)− 2x)dx+ C(y) = 2 sinh(x) cos(y)− x2 + C(y)

Ïðèðàâíÿâàìå ôóíêöèèòå:

2 sinh(x) cos(y) + y2 + C(x) = 2 sinh(x) cos(y)− x2 + C(y)

y2 + C(x) = −x2 + C(y)

Çàïèñâàìå îòäåëíèòå ôóíêöèè:

C(x, y) = 2 sinh(x) cos(y), C(x) = −x2, C(y) = y2

Òîãàâà ôóíêöèÿòà u(x, y) å:

u(x, y) = 2 sinh(x) cos(y)− x2 + y2 + C

Ôóíêöèÿòà f(z) å:

f(z) = 2 sinh(x) cos(y)− x2 + y2 + C + i(2 cosh(x) sin(y)− 2xy)

Òðÿáâà äà íàìåðèì êîíñòàíòàòà. Ùå èçïîëçâàìå óñëîâèåòî f(0) = 0:

f(0) = 2 · 0 · 1− 0 + 0 + C + i(2 · 1/2 · 0− 0) = C

Òîåñò êîíñòàíòàòà å ðàâíà íà íóëà. Ôóíêöèÿòà f(z):

f(z) = 2 sinh(x) cos(y)− x2 + y2 + i(2 cosh(x) sin(y)− 2xy)

Îòãîâîð: u(x, y) = 2 sinh(x) cos(y)− x2 + y2.

Çàäà÷à 8. Íàìåðåòå àíàëèòè÷íàòà ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), àêî

u(x, y) = x2 − y2.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-Ðèìàí:∣∣∣∣ u′x = v′y
u′y = −v′x

Äèôåðåíöèðàìå u(x, y) ïî x:

ux = 2x =⇒ vy = 2x

Èíòåãðèðàìå v(x, y) ïî y:

vy : v(x, y) =

∫
2xdy + C(x) = 2xy + C(x)
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Ñåãà äèôåðåíöèðàìå u(x, y) ïî y:

uy = −2y =⇒ vx = 2y

È èíòåãðèðàìå v(x, y) ïî x:

vx : v(x, y) =

∫
2ydx+ C(y) = 2xy + C(y)

Ïðèðàâíÿâàìå ôóíêöèèòå:

2xy + C(x) = 2xy + C(y)

Çàïèñâàìå îòäåëíèòå ôóíêöèè (íÿìàìå ôóíêöèè ñàìî íà x èëè ñàìî íà y):

C(x, y) = 2xy, C(x) = 0, C(y) = 0

Òîãàâà ôóíêöèÿòà v(x, y) å:
v(x, y) = 2xy + C

Ôóíêöèÿòà f(z) å:
f(z) = x2 − y2 + i(2xy + C)

Íå ìîæåì äà íàìåðèì êîíñòàíòàòà, òúé êàòî íÿìàìå äàäåíî íà÷àëíî óñëîâèå.
Îòãîâîð: v(x, y) = 2xy + C.

Çàäà÷à 3. Ðåøåòå êîìïëåêñíèÿ èíòåãðàë:

I =

∫
|z|=1

z

(2z − i)2(z + 5)
dz.

Ðåøåíèå. Íóëèòå íà çíàìåíàòåëÿ ñà −5 è i/2, íóëèòå íà ÷èñëèòåëÿ: 0. Íÿìà ñúâïà-
äàùè ìåæäó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Òîãàâà èìàìå åäíîêðàòåí ïîëþñ â z = −5 è
äâóêðàòåí â z = i/2.
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Èíòåãðèðàìå âúðõó îêðúæíîñò ñ öåíòúð êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî è ðàäèóñ åäèíèöà.
Òî÷êàòà i/2 å â îêðúæíîñòòà, íî −5 íå å. Òîãàâà ðåøåíèåòî å:

I = 2πiRes
i

2

Èç÷èñëÿâàìå ðåçèäóóìà:

Res
i

2
=

1

(2− 1)!
lim
z→i/2

[(
z − i

2

)2
z(

2
(
z − i

2

))2
(z + 5)

](2−1)

= lim
z→i/2

[
z

4(z + 5)

]′
Äà ñìåòíåì ïðîèçâîäíàòà îòäåëíî:[

z

4(z + 5)

]′
=

4(z + 5)− 4z

16(z + 5)2
=

20

16(z + 5)2
=

5

4(z + 5)2

Çàìåñòâàìå îáðàòíî â ãðàíèöàòà:

lim
z→i/2

5

4(z + 5)2
=

5

4(i/2 + 5)2
=

5

4
(
i+10

2

)2 =
5

(10 + i)2

Ðåçóëòàòúò å:

I = 2πi
5

(10 + i)2
=

10πi

(10 + i)2

Îòãîâîð: 10πi/(10 + i)2.

Çàäà÷à 9. Ðåøåòå êîìïëåêñíèÿ èíòåãðàë:

I =

∫
|z−1|=2

ez − 1

z(2z − 1)2
dz.

Ðåøåíèå. Íóëèòå íà çíàìåíàòåëÿ ñà 0 è 1/2, íóëèòå íà ÷èñëèòåëÿ: 0.

ez − 1 = 0 =⇒ ez = 1 =⇒ z = 0

Ïîëþñúò â z = 0 å îò íóëåâà êðàòíîñò (íÿìà ïîëþñ). (Êðàòíîñòòà íà çíàìåíàòåëÿ:
ïúðâà, ìèíóñ êðàòíîñòòà íà ÷èñëèòåëÿ: ñúùî ïúðâà.) Îñòàâà íè äâóêðàòíèÿ ïîëþñ
â z = 1/2.
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Èíòåãðèðàìå âúðõó îêðúæíîñò ñ öåíòúð 1 è ðàäèóñ 2. È äâàòà ïîëþñà ñà â îê-
ðúæíîñòòà. Íÿìà äà çàïèñâàìå òîçè â íóëàòà. Ðåøåíèåòî å:

I = 2πiRes
1

2

Èç÷èñëÿâàìå äâóêðàòíèÿ ïîëþñ â z = 1/2:

Res
1

2
=

1

(2− 1)!
lim
z→1/2

[(
z − 1

2

)2
ez − 1

z
(
2
(
z − 1

2

))2

](2−1)

= lim
z→1/2

[
ez − 1

4z

]′
Íåêà äà ïðåñìåòíåì ïðîèçâîäíàòà îòäåëíî:[

ez − 1

4z

]′
=
ez · 4z − (ez − 1) · 4

16z2
=

4zez − 4ez + 4

16z2
=
zez − ez + 1

4z2

Çàìåñòâàìå îáðàòíî â ãðàíèöàòà:

lim
z→1/2

zez − ez + 1

4z2
=

1/2e1/2 − e1/2 + 1

4(1/2)2
=
−1/2e1/2 + 1

1
= 1− 1

2
e1/2

Çàïèñâàìå ðåçóëòàòà:

I = 2πi

(
1− 1

2
e1/2

)
= πi(2− e1/2)

Îòãîâîð: πi(2− e1/2).



5 Ïåòà òåìà

Çàäà÷à 1. Íàìåðåòå öèðêóëàöèÿòà íà âåêòîðíîòî ïîëå
−→
F (x, y, z) = 3z

−→
i + 5x

−→
j −

2y
−→
k , ïî ïîëîæèòåëíî îðèåíòèðàíàòà åëèïñà Γ, ïîëó÷åíà ïðè ïðåñè÷àíåòî íà ðàâ-

íèíàòà z = y + 3 ñ öèëèíäúðà x2 + y2 = 1.

Çàäà÷à 2. Íàìåðåòå õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ f(z), êîÿòî óâîäîëåòâîðÿâà óñëîâèåòî
f(1) = 0 è ðåàëíàòà ÷àñò íà êîÿòî å ôóíêöèÿòà

u(x, y) =
x

x2 + y2
− 2y.

Çàäà÷à 3. Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà: ∫
|z|=3

dz

z2(z − 2)
.

Çàäà÷à 4. Ðåøåòå èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå:

f(t) = e−t +

∫ t

0

f(τ) sin(t− τ)dτ.

Çàäà÷à 5. Õâúðëÿ ñå çàð 4 ïúòè. Íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà:
à) 5 òî÷êè äà ñà ñå ïàäíàëè òî÷íî 2 ïúòè,
á) 5 òî÷êè äà ñà ñå ïàäíàëè ïîíå åäèí ïúò.

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å çàäàäåíà ñ ðåäà ñè íà ðàçïðåäåëåíèå:

X 10 25 30 60
P 0, 35 2a 0, 15 3a

Äà ñå íàìåðè ïàðàìåòúðúò a, ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX, äèñïåðñèÿòà DX è
ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî îòêëîíåíèå σx.

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.



6 Øåñòà òåìà

Çàäà÷à 1. Íàìåðåòå ðàáîòàòà íà âåêòîðíîòî ïîëå
−→
F (x, y) = (x + y)

−→
i + (y − x)

−→
j ,

èçâúðøåíà çà ïðåìåñòâàíå íà ìàòåðèàëíà òî÷êà â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà ïî êðèâàòà
ñ óðàâíåíèå

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > 0, b > 0.

Çàäà÷à 2. Íàìåðåòå õîëîìîðôíà ôóíêöèÿ f(z), êîÿòî óäîâîëåòâîðÿâà óñëîâèåòî
f(1) = 0 è ðåàëíàòà ÷àñò íà êîÿòî å ôóíêöèÿòà u(x, y) = x2 − 2xy2.

Çàäà÷à 3. Ïðåñìåòíåòå èíòåãðàëà:∫
|z|=3

ez

z(z − 2)2
dz.

Çàäà÷à 4. ×ðåç òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ ðåøåòå äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå
ïðè äàäåíèòå íà÷àëíè óñëîâèÿ:

y′′ + 4y = cos(3t), y(0) = y′(0) = 2.

Çàäà÷à 5. Äàäåíè ñà òðè íåïðîçðà÷íè óðíè. Â ïúðâàòà èìà 5 áåëè è 4 ÷åðíè òîïêè,
âúâ âòîðàòà èìà 6 áåëè è 3 ÷åðíè òîïêè, à òðåòàòà å ïðàçíà. Òðåòà óðíà å ñâúðçàíà ñ
ïúðâà è âòîðà ñ íåïðîçðà÷íè óëåè. Îò ïúðâà è âòîðà óðíà ïî ñëó÷àåí íà÷èí ïîïàäà
ïî åäíà òîïêà â òðåòà óðíà ïî ñúîòâåòíèÿ óëåé. Ñëåä òîâà îò òðåòà óðíà ñå òåãëè
åäíà òîïêà.
à) Íàìåðåòå âåðîÿòíîñòòà èçòåãëåíàòà òîïêà îò òðåòà óðíà äà å áÿëà.
á) Àêî å èçâåñòíî, ÷å èçòåãëåíàòà îò òðåòà óðíà òîïêà å áÿëà, êàêâà å âåðîÿòíîñòòà

îò ïúðâà è âòîðà äà ñà ïîïàäíàëè ñúîòâåòíî áåëè òîïêè â òðåòà?

Çàäà÷à 6. Çà äèñêðåòíà íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà çàäàäåíà ñ ðåä íà ðàçï-
ðåäåëåíèå:

X −1 1 2 4
P c 2c 2c c

äà ñå íàìåðÿò ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX è äèñïåðñèÿòà DX.

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.



7 Ñåäìà òåìà

Çàäà÷à 1. Äàäåíî å âåêòîðíîòî ïîëå
−→
F (x, y, z) =

−→
F (6xy+ 3z, y− y2, −4zy− z). Äà

ñå óñòàíîâè äàëè
−→
F å ñîëåíîèäàëíî.

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðè àíàëèòè÷íàòà ôóíêèÿ f(z) = u(x, y) + iv(x, y), çà êîÿòî å
äàäåíî: v(x, y) = 6xy + 2y, f(0) = 1.

Çàäà÷à 3. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò∫
Γ

e3z

z2(z2 + 1)
dz,

êúäåòî êðèâàòà Γ : |z − i| =
√

3 å îïèñàíà åäíîêðàòíî â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà.

Çàäà÷à 4. Äà ñå íàìåðè ðåøåíèåòî u(x, t) íà óðàâíåíèåòî u′′tt = 9u′′xx, àêî

u(x, 0) = 2e3x, u′t(x, 0) = 24x3.

Çàäà÷à 5. ×ðåç òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè

y′′ − 9y = 6e2t, y(0) = y′(0) = 3.

Çàäà÷à 6. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å çàäàäåíà ñ ðåäà ñè íà ðàçïðåäåëåíèå:

X 10 20 30 40 50
P 0, 2 a 0, 3 0, 1 3a

Äà ñå íàìåðè ïàðàìåòúðúò a, ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå EX, äèñïåðñèÿòà DX è
ñðåäíîêâàäðàòè÷íîòî îòêëîíåíèå σx.

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.



8 Îñìà òåìà

Çàäà÷à 1. Äà ñå íàìåðè àíàëèòè÷íà ôóíêöèÿ f(z) ïðè óñëîâèÿ f(1) = 6 è

u(x, y) = <f(z) =
2x

x2 + y2
.

Çàäà÷à 2. Äà ñå ïðåñìåòíå èíòåãðàëúò:∮
C

1 + ez

z(z2 − i)2
dz.

êúäåòî C : |z + 1− i| =
√

12.

Çàäà÷à 3. Äà ñå ðàçâèå â ðåä íà Ôóðèå ôóíêöèÿòà:

f(x) =

{
1, 0 ≤ x ≤ 1,

2− x, 1 ≤ x < 2,

ïðè óñëîâèå y(−x) = −y(x), òîåñò ïî ñèíóñè.

Çàäà÷à 4. Äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:∣∣∣∣ x′′ + x′ + y′′ − y = et

x′ + 2x− y′ + y = e−t

ïðè ñëåäíèòå óñëîâèÿ: x(0) = y(0) = y′(0) = 0, x′(0) = 1.

Çàäà÷à 5. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî ñëó÷àéíèòå ñúáèòèÿ A è B ñà íåçàâèñèìè è ñúâìåñ-
òèìè, òî å èçïúëíåíî P (A ∪B) = 1− P (A)P (B).

Çàäà÷à 6. Ïëúòíîñòòà íà âåðîÿòíîñòèòå íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å:

f(x) =

{
a cos2(x), |x| ≤ π/2,

0, |x| > π/2.

à) Äà ñå îïðåäåëè ïàðàìåòúðà a.
á) Äà ñå íàìåðè âåðîÿòíîñòòà P (x ≥ π/4).

Âñÿêà çàäà÷à å ïî 10 òî÷êè.



Ëèòåðàòóðà

• Ôóíêöèîíàëåí àíàëèç: äîö. ä-ð Î. Êàìåíîâ (ë), äîö. ä-ð Ã. Âåíêîâ (ó)

• Êîìïëåêñåí àíàëèç: ïðîô. äìí Ð. Êîâà÷åâà (ë), ñò. àñ. Ì. Äóð÷åâà (ó)

• Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç II: äîö. ä-ð Ð. Ïåòðîâà (ë), äîö. ä-ð É. Ïàíåâà (ó)

• Òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå: äîö. ä-ð Ë. Òîï÷èéñêà (ë), ãë. àñ. Á. Ãèëåâ (ó)

• Ñàéòîâå: Wikipedia, Wikibooks LaTeX, gnuplot tips, Wolfram MathWorld

• Ñîôòóåð: MiKTeX, gnuplot, Inkscape, Notepad++, Sumatra PDF, Windows 7

http://en.wikipedia.org/
http://en.wikibooks.org/wiki/LaTeX
http://t16web.lanl.gov/Kawano/gnuplot/index-e.html
http://mathworld.wolfram.com/
http://miktex.org/
http://gnuplot.info/
http://inkscape.org/
http://notepad-plus-plus.org/
http://blog.kowalczyk.info/software/sumatrapdf/
http://www.microsoft.com/windows/windows-7/

	Указател
	Първа тема
	Втора тема
	Трета тема
	Четвърта тема
	Пета тема
	Шеста тема
	Седма тема
	Осма тема
	Литература

