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Алгоритъм – интуитивно понятие, свойства и видове
1. Определение – Алгоритъмът е интуитивно понятие, произлиза от името на Ал Хорезми, който през 825 г. е написал книга за извършване на аритметичните операции. Алгоритъмът принадлежи към основните понятия в науката и не се дефинира (както точката в геометрията), но за него може да се даде интуитивна представа : последователност от инструкции (указания, команди) за действие, като в тези инструкции се указва каква операция се извършва, какви са аргументите и резултатите от операцията. В него явно или не се посочва коя инструкция следва.
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Тази последователност от инструкции трябва да реализира функционалната зависимост между данните и резултатите. Ако я реализира, следовaтелно е алгоритъм.
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Алгоритъмът може да се представи и като ориентиран граф, но трябва да има поне един възел начало (няма входни стрелки, а само изходни) и поне един край ( няма изходни стрелки, а само входни) . Възлите съответстват на операциите, а дъгите – на преходите – те показват кои могат да са следващите стъпки  в алгоритъма.
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1.1. Алгоритъм за събиране на n – разрядни числа
1) X , Y – едномерни масиви с n = 150;  Z = X + Y; Z има  n+1  разряда         
2) Нека числата са m. Построяваме таблица с n колони и m реда, след което събираме
1.2.Алгоритъм за намиране НОД (най-голям общ делител) на две цели числа m,n (m>n) - Евклид
I. Начин  -  твърде неефективен
1) започваме от по-малкото от двете и проверяваме дали дели по-голямото 
2) продължаваме надолу 
II.Начин  -  по-добър, но не достатъчно ефективен

1)проверяваме дали по-малкото от двете не дели по-голямото

2)продължаваме надолу от m/2

Преди разработване на алгоритъма трябва да се види какви свойства има задачата и дали те могат да се използват в алгоритъма

1)ако m > 0   ( n е НОД
2)ако m,n = 0 ( НОД (0,0) = 0 – условно приемаме (деление на нула няма, но ситуацията ни е ясна – определен е случая)

3) – НОД (m,n) = НОД (m,n) ( можем да работим само с положитрелни числа

4) m = q.n + r    0 ≤ r ≤ n – няма значение дали m > n – ако m < n, ще се разменят (q =0 в този случай)

5)НОД (m,n) =  НОД (n,r)
Нека m > n > r ( заменяме една двойка по-големи числа с една двойка по-малки, по-нататък отново се намалява (  в един момент r става 0 (r =0) ( НОД е полученото число, защото (m -  qn)/p = r/p или m/p = (qn + r)/p  в зависимост от m > n или n > m.

1.2Алгоритъм на Евклид за НОД (m,n)
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        n   -

        С1. ако n = 0, тогава НОД (m, n) = m, край
               ако n ≠ 0, тогава преход към С2
        C2. дели се m на n ( получава се остатък r
               m := n           (заменят се двойките ако n > m)             

               n  := r
        С3. Премини към С1. 
Пр.1    Ако m < n    n = 27 = 3.9     m = 36 = 4.9
                                27 = 0.36 + 27  ( r = 27
                        С2.  m =  36 ; n = 27  - разменят си местата m > n > r

                                36 = 1.26 + 9
2. Описание на Алгоритъма
2.1. Словесно описание – използват се изречения от естествен език плюс символиката от дадена област, по-често се използва с кодови думи.
 if условие then ...                    while условие do                 repeat
  else for i := 1 to n израз;            begin                                 .... 

                                                     .....
                                                     end;                                  until условие;

-  предимства – заема малко място върху хартия
-  при текст на естествен език може да се получи нееднозначност (която може да бъде изяснена с примери или по друг начин).
2.3. С блокова схема
[image: image9.wmf]   

1 

  -

   2

   -

   3

   -

   4

   -        

естесвен ред

   ..

   -

        

на алгоритъма

   ..

   -

   

n   -


2.4. Запис на език за програмиране
function NOD (m,n : integer);
 var r : integer;
 begin
     while  n <> 0 do
        begin
            r := m mod n;
            m := n; n := r;
        end;
     NOD := m
 end;  
Може да има вариант на този алгоритъм без делене – реализира се програмно със събиране и изваждане – деленето е голям брой последователни изваждания – по-бавен (особено ако разликата между числата е голяма), но работи върху компютри нямащи операция за делене. 
n  се нанася 6 пъти върху m и се получава остатък r < n,  след което  се продължава по другия клон.
[image: image10.wmf]P 

пъти се

преминава през

този блок

max := A[i]

да

край

i := i + 1

i >n

начало

max := A[1]

i := 2

A[i] >

max

не

да

не

Б4

Б3

Б2

Б5

Б1

блок

1

Сложност (колко

пъти се изпълнява)

1

1

1

1

n –1

1

n 

пъти се

изпълнява


2.5. С алгоритмични системи -  за теоретични изследвания (дали има алгоритъм за решаване на дадена задача). Ако има  ( се нарича алгоритмично решима, ако не ( алгоритмично нерешима задача.

3. Свойства на алгоритмите
   3.1. Детерминираност (определеност) – Алгоритъмът като  цяло и всяка негова стъпка при едни и същи данни дават един и същ (точно определен) резултат. Това е свойство, което се спазва за каласическото понятие, но в по-ново време при вероятностните алгоритми то е нарушено.Все пак при тях един резултат се получава с най-голяма вероятност. Възможно е не целият алгоритъм, а само някои негови стъпки да не отговарят на условието.  
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      Пример : Генератор на случайни числа.

Принципно всички числа от интервала трябва да са с еднаква вероятност за попадение, но понеже в компютрите не са, се наричат псевдослучайни.

Друга дефиниция : Всяка стъпка и алгоритъмът като цяло трябва еднозначно да се разбират от изпълнителя.

- записването на алгоритъма чрез език за програмиране премахва всяка многозначност.

КАО (Код на Адресната Операция )    числови адреси на операцията

                                  КАО                            А1                А2              А3    

(на машинен език)   01                              1200            1210            1350

Числото в адрес 1200 се събира с числото в адрес 1210 и резултатът се записва в адрес 1350.  Да се пише така е много трудно – програмистът трябва сам да борави с паметта. Но за входно - изходни операции се предпочита Асемблер - по ефективен е.
                      ADD                           X,  Y, Z

Вижда се, че кодът на операцията е символен, променливите не а числа (което води до по-малко грешки) и работата по разпределението на паметта е оставена на компилатора.

Машинно независими езици – с общо предназначение, посредством които може да се реализира всеки алгоритъм (Algol) и проблемно ориентирани езици, служещи в определена област, на които не всеки алгоритъм може да се опише.                  

3.2.Крайност (Финитност) – Алгоритъмът или всяка негова стъпка трябва да завършват за кратко за крайно време – трябва да съдържа краен брой стъпки и ако всяка стъпка е крайна, следователно се изпълнява за определено време.

В математиката има безкрайни процеси – разлагтане в ред на Тейлор ( е необходимо безкрайният процес да се превърне в краен чрез различни методи (може да се ограничи от точността например).

Често поради грешки в програмата или алгоритъма, процесът се превръща в безкраен (при циклите ако е сгрешено условието за излизане). Ако това се случва по време на компилация (ние следим изпълнението на програмата), прекратяваме изпълнението й. Ако не е по време на компилация операционната система следи за изпълнението й и я прекратява след определено време. Всеки алгоритъм работи при определено множество входни и междинни данни. Груба грешка е да не се предвиди евентуално излизане от това множество. За да се докаже, че дадена последователност от инсрукциие алгоритъм, винаги се доказва, че работи за крайно време.

Примери за операции, за които не е доказано, че завършват за крайно време.
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Алгоритъм на Колац (Collatz)
Дадено е цяло число, не се знае дали ще се достигне до единицата.

Пример : 

z = 10         z/2 = 5     z := 15 +1
z = 8..4..2..1
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3.3. Дискретност – във времето алгоритъмът се изпълнява на стъпки – процесът на изпълнение на алгоритъма не е непрекъснат и много често не може да започне следващата стъпка пред да е завършила предишната, защото се използват резултатите от нея ( При ЦИМ). Това не е така при АИМ (аналогова изчислителна машина) – при тях решението е непрекъснато –недостатък е, че имат много по-големи грешки от ЦИМ и с тях не могат да се реализират много сложни вериги , но за сметка на това са много бързи.


Всеки процесор работи с числа в определен диапазон – зависи от дължината на машинната дума. Има начини за разширяване на диапазона(вземат се 2 машинни думи...) Между две числа теоретично има безкрайно много числа, но те не могат да бъдат представени – примерно не могат да се представят някои близки до нулата числа, което понякога създава проблеми.
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3.4.Всеки алгоритъм има множество от входни данни (което можем да наречем Дефиниционна Област)
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Пример : Алгоритъмът на Евклид е предназначен за работа с целочислени данни – реалните не са в неговия диапазон.

        Има случаи, за които ДО не може да се дефинира.Ако се използва итерационен метод, постепенно се уточнява решението, но при някои входни данни процесът не е сходящ – определянето на тези данни е сравнимо по сложност с решаването на самата задача ( се изпълнява определено време и ако не завърши се превключва към друг алгоритъм с друга дефиниционна област, в която се предполага, че въведените данни ще влязат.

        Има Алгоритми с празно множество входни данни – т.нар. генериращи алгоритми – генерират числа или структури в определен диапазон.

3.5.Всеки алгоритъм дава множество резултати – празно множество резултати не е допустимо – Възникват 2 важни въпроса : 

   3.5.1 дали резултатите са верни с определена точност (дали алгоритъмът работи коректно) – има два начина за проверка на коректността

3.5.1.1 Експериментален – знаем определен набор от данни, за които имаме резултатите – може да сме ги изчислили ръчно или сме ги взели от литература – произхода им е без значение. Ако алгоритъмът ги получава ( работи добре. За съжаление 100% категоричност по този начин не може да се даде – може някои клонове да не работят при определени входни данни и грешката да е точно там. При сегашната сложност на програмите 100% сигурност няма – често операционната система или компилатора реагират неадекватно. Затова производителите извършват поддръжка на софтуера – ако се открие грешка, тя се отстранява.
3.5.1.2. Аналитичен – на входа на алгоритъма се задават входни условия (покриващи цялата ДО), на изхода на алгоритъма - изходни условия, в дадени точки - междинни условия. Ако при преминаване през целия алгоритъм (и през междинните условия) от входните условия се получат изходните условия, тогава алгоритъмът е верен. Този подход работи за не 
много сложни задачи.

4. Видове Алгоритми – Класификация
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4.1. По структура на алгоритъма : линейни(неразклонени – последователността на инструкциите е винаги една и съща – такива алгоритми са много малко) и нелинейни (разклонени – разклоненията са краен брой), които от своя страна се делят на циклични и нециклични (цикъл е участък от алгоритъм, който се повтаря краен брой пъти)
4.2. Според броя инструкции, които могат да се изпълняват

    
   4.2.1. Последователни – в даден момент може да се изпълнява само една стъпка от алгоритъма

    
    4.2.2. Паралелни – в даден момент се изпълнява повече от една инструкция. В по-старите компютри паралелно се изпълняват аритметични и входно-изходни операции. В съвременните мнгопроцесорни компютри това е един от начините за повишаване на бързодействието наред с подобряването на елементната база, когато се решават много сложни задачи като решаване на частни диференциални уравнения за големи пространства.

4.3.Според спазването на условието за детерминираност – детерминирани и недетерминирани (вероятностни) алгоритми.

4.4. Според точността – точни и евристични (приблизителни)

Евристичните се използват ако  :

   4.4.1. съществува алгоритъм за решаване на задачата, но той е толкова сложен, че не може да бъде съставен

   4.4.2. съществува алгоритъм, но твърде бавно се изпълнява(за недопустимо време) – примерно комбинаторен взрив

    
   4.4.3. когато не достига паметта 

Във всички тези случаи трябва да се откажем от точния и да търсим приблизителен алгоритъм, който за определени данни ще даде резултати в приемливо време и с приемлива точност. Ако за 80% от данните се държи така ( става.

  4.5. Самообучаващи се (самоизменящи се) алгоритми – внасят изменения в себе си по време на изпълнение
Сложност на алгоритъм

Сложността на алгоритъма ни служи за да сравняваме алгоритмите и изберем по-ефективния. Има 4 основни характеристики на алгоритъма : 

1. Времева сложност (бързодействие)

2. Необходима памет – количество информация, която трябва да се помни

3. Дефиниционна област
4. Точност -  не се отнася за алгоритмите, работещи с цели числа и символна информация (каква е максималната грешка, която алгоритъмът допуска – всеки числен метод има грешка в % )

1.Размер на задачата – размер на входните данни n (ако расте n, расте и количеството данни)
    Пример1.     Ако имаме алгоритъм за обръщане на матрица  n x n, казва се, че размерът на задачата е n, въпреки че данните са n2
   Пример2.     Ако разработваме алгоритъм за графи – n може да е броя на възлите или броя на клоните.
   Пример3.     В електрониката – броя транзистори, които се слагат при проектиране

( размерът зависи от структурата и алгоритъма за обработка.
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    T(n) – указва се за конкретен компютър какво е времето за изпълнение на алгоритъма.

          При един и същ компютър времето за изпълнение не едно и също в зависимост от входните данни. По сложно е да се определи Тср (средна сложност) – за даден интервал изследваме всички стойности и вземаме средноаритметично или с вероятностна проява.
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2 Вариант – указва се броя операции като функция на n – има една или повече основни операции (най-трудоемки или най-често се срещат) – като определим техния брой, сме определили сложността на алгоритъма

Първият е най-ефективен.Извършват се 1000 операции за една секунда.За една минута разликата става още по-голяма( с напредване на времето разликата нараства многократно.

А5 – най-ефективен за    2 ( n ( 9            A4 – най-ефективен за 39 ( n ( 1024

A3 – най-ефективен за  10 ( н ( 58          А2 -  най-ефективен за н > 1024

Асимптотична сложност – оценява сложността на алгоритъма за големи стойности на n     (n ( ( ). Въвеждат се няколко вида асимптотична сложност според реда.

1) Т(n) = O(((n)) , при C > 0; n0 >0, такива чеТ(n) ( C.((n) за n ( n0 (T(n) расте по-бавно или с равна скорост на ((n))

2) една функция Т(n) = ((((n)), когато ( C > 0, n0 > 0, такива че Т(n) ( C.((n)  (T(n) расте по-бързо или с равна скорост на ((n))

3) T(n) = ((((n)) , T(n) = O(((n))   ;    T(n) = ( (((n))   (T(n) и ((n) растат с една и съща скорост)
4) Т(n) = o(((n)) , T(n) = O(((n))   ;    T(n) ( ( (((n))  -  не растат с една и съща скорост, а твърдо ((n) е по-голямо от Т(n)

Пример :  

Т (n) = n2                       T(n) = n2       ((n) = 3n2 + 2n + 1 

( (n) = n3             тези две растат с една и съща скорост, която се определя от n2 
T (n) = O(((n))               

 ( (n) = ((T(n))    

Константите във формулите се пренебрегват, защото за големи стойности на n те не оказват влияние. (n – мярка за размера на задачата – количество входни данни, които обработваме)

Правила :

Т1 = О(((n))       T2 = O(g(n))

1. T1 + T2 = max(O(((n)), O(g(n)))

2. T1 + T2 = O(((n) * g(n))

3. nC  ( ((nC)   - ако имаме полином на степен C , C= const( сложността е ((n2)

4. logkn = (logn)k  ( n   - основата на логаритъма няма значение – ако имаме такъв случай се доказва, че такава функция расте по-бавно от n

Ред на нарастване на сложността на функциите

C

log n

log 2 n

n

n log n 

n2
n3
2n  - най-бавна за големи стойности на n.

За определяне на сложността можем да използваме и Лопитал :
[image: image22.wmf]А  n

1

B  n

2

C  n

3

 = n

2

 + n

1

1

2


Ако е дадено limn(( ((n)=(;limn(( g(n) = (  

и се получи limn(( (((n) /g(n)) = limn(( ((I(n)/gI(n)) = 0  ( ((n) = o(g(n)) - ((n) расте  строго по-бавно от g(n)

Ако limn(( (((n) / g(n)) = C = const  ( ((n) = ((g(n)) – растат с еднаква скорост.

Ако limn(( (((n) / g(n)) = ( ( ((n) = O(g(n))  ((n) расте по-бързо или равно на g(n)

В литературата се използва О и ( : n2 = O(n3)

Пример :  Да се намери max елемент на масив А[1..n]

max := A[i]

for i := 2 to n do if A[i] > max

2,3,...,n, n + 1

Pmin  = 0 - първият елемент е максимален

Pmax = n –1 – когато са наредени по нарастващ ред

Pср = ?

При затруднения с дадена задача гледаме какво става за малки стойности – нека n = 3
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Нека намерим връзката между  Pср (n – 1) и Pср(n). Нека имаме някаква подредба на елементите А[i1] < A[i2] < ....<A[in-1]. Ако са подредени така, през тях ще се премине p(n-1) пъти. Ако се добави нов елемент (n - тия елемент) –той може да бъде на n места, но където и да го сложим, през този блок няма да се премине повече от 1 път. ( Средно се преминава 1/n пъти – за n случая. 

( Pср (n) = Pср(n -1) + 1/n    (n-1)!/n! = 1/n

При  n = 2    Pср(2) =1/2                         При n = 3     Pср(3) = ½ + 1/3 = 5/6

......    

    Pср(n) = ½ +1/3 +1/4 +...1/n ( lnn за големи n = Hn –1     - хармоничен ред.

Определянето на сложността на алгоритмите е сложно дори за такива прости задачи. Има алгоритми, за които такъв анализ не е направен, поради сложността им.

Т(n) = 1 + n.1 + n-1 + p +n-1 = 3n +p +1

При p = 0 ; T (n)min= 3n –1;

T(n)max = 3n + n –1 –1 =4n –2 

Tср ( 3n +lnn  -1

Правила, помагащи при анализ на алгоритми :

1. Ако имаме цикъл for to ( сложността е броя на изпълненията, умножени по сложността на тялото.

2. вложени for n1.n2.n3.t – броевете на изпълнение на всеки цикъл,  умножени

по сложността на тялото

for i := 1 to n1 do 

   for j := 1 to n2 do 

     for k:=1 to n3 do ...

3. Ако имаме последователно изпълнение на оператори

             begin 
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                ОП1;

                ОП2;

                ОП3;

                ......

                OПn;

            end; 

4. Ако имаме if then else
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       if  условие

        then ОП1 
          else ОП2 

Други примери : 

Да се намерят минималният и максималният елемент на един масив. Главната операция в предния случай беше сравнението – тя се срещаше най-често и отнема най-много време.

I. с два for to цикъла – в единия намираме минималния (n-1 сравнения), в 

другия намираме максималния (n –2 сравнения)  
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  Т(n) = 2n –3     Tmin = Tmax = Tср 

II.        с един for to цикъл   

           min := A[i]

Разглеждаме елемента А[i], до този момент сме получили някакви min и max  А[i]  се сравнява с min и ако е  по-малко, се разменят, ако е по-голямо, се продължава нататък, после се срванява max и съответно се разменят или се продължава със следващия елемент на масива А.       Тmin  = n –1 сравнения за нисходящо подереден масив

          Тmax = 2(n-1), когато всеки следващ е по-голям от винаги от минималния.( във възходящ ред.

          Тср   = n –1 + Hn –1 ( n –1 + lnn     - очевидно този алгоритъм е двукратно по-бърз от предния.

III.Алгоритъм

Обхождане на масива със стъпка 2 
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 A[1]    A[2]     A[3]     A[4]    ....       A[i –1]    A[i] .... 
А[1]  и А[2] се обработват отделно и се отделя  min и max елемент.

След като сме решили до текущата двойка

1) А[i –1] и A[i] 

2) съответните се сравняват съответно с min или max

T = 1 + (n – 2 ) / (2.3) = 1 + 3n/2 – 3 = 3n – 2 = Tmin = Tmax = Tср 

В сравнение с първия е очевидно по – бърз. Интересно е сравнение с втория алгоритъм. – за по-малки от 2 е по-добър

                      за по-големи стойност е по-лош

                      за средни (Тср)

    n +1 + lnn             lnn  расте по-бавно от n

    3/2 – n – 2 = n + n/2 –2  ( вторият средно е по-бърз от третия
[image: image28.wmf]57

 

   21   34   3   18   45   27   11

11         2       3      4    5      6       7       8 -

 

индекси

21

 

    57   3    34  18   45   11   27

       

2           2           2              2

3

 

    21   34  57  11  18     27  45

  

4                                4

3   1   18  21   27   34   45   57

                        8

[image: image29.wmf]А

1

i

А

2

А

А

1

 – 

сортирана част

А

2

 – 

несортирана част

i

¸

i -1


Блок – схема на втория алгоритъм. Алгоритъмът се изпълнява за i = 2,3...,n,n+1 – общо n пъти. 

    Pср=1/2 +1/3+...+1/n ( lnn T =n-1+n+1 – p= 2n -2 - p
Сортиране по алгоритъма с пряк избор (селекция)

· елементите могат да бъдат какви да е, но трябва да има критерии, по който да се сравняват.

· този алгоритъм е от групата на бавните алгоритми О(n2)
· присвояваме на min първия елемент, обхождаме всички и намираме минималния и индекса му и разменяме. Същото се прави и с останалата част.

const nmax=1000;

type arr1 = array[1..nmax] of Real;

procedure sort(n: integer; var a : arr1);

масивът се предава по адрес , за да не се дублира в подпрограмата

var 

   i, j, imin : integer;

   min, max : real;

begin

   for i := 1 to n-1 do 

   begin

      min := A[ i ]; imin := i;

      for j := i + 1 to n do

      if A[ j ] < min then begin

         min := A[ j ]; imin := j;

         end;

      A[min] := A[ i ]; A[ i ] := min

end;
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Алгоритъмът е квадратичен по сложност. Има 2 основни операции, спрямо които се разглежда сложност на алгоритъм.

Изчисляване сложността на полином

y = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + ...+ anxn = ((..((anx +an-1)x + an-2)x +...)  - трябва да се изчисли всяка то степените на x
xi , i = 2,3 , ...,n ( n-1 умножения;  a i x i , i = 1,2,...,n ( n умножения ( общо Тумн = 2n-1

Следват събиранията : Тсъб = n

 В числените алгоритми най-важни са операциите умножение и деление, защото са неколкократно по-бавни от събиранаето и изваждането.

y=y*x + a i     Tумн = n ; Тсъб = n – двойно по-бърз алгоритъм. (доказано е , че е най-добър за изчисляване на полином.)

y := a [ i ];

xi := i;

for i := 1 to n do

- първият алгоритъм

  begin 

      xi := xi + x;

      y  := y + a[ i ]* xi;

  end;

y := a[n];
for i :=- n downto 1 do y := y*x +a [ i-1];

вторият алгоритъм

Изчисляване на Xn
y = xn

Нека n = 100
1) n-1 умножения = 99 умножения

2) xn = en lnn

Изчисляването на lnx е 10 умножения – разлага се в ред на Тейлор и се ограничава точността – смята се полином с няколко коефициента – за големи n може би има полза., но за малки е по-бавен.

3) x = Mx*2pi, където Мx – мантиса на числото с порядък 0=x<=1
x62 = (x32)2 = ((x15)2*x)2
x31 = (x15)2*x(2
x15 = (x7)2*x(2
x7 = (x3)2*x(2

x3 = (x2)*x (2

има logn стъпки.

function power (x,n :integer) : integer;

var y : integer

помощна променлива
if n – 0 then y := 1

else begin

   y := power(x, n div 2);

реализация с рекурсия

   if odd(n) then y := y*x;

   end;

power :=  y;

end;

function power(x,n : integer) : Double ;

var 

   a : integer;

   Result : Double;

begin





итерационна реализация 1

  Result := 1; a := x;

  While n > 0 do 

   if odd(n) then begin Result := Result*a; dec(n); end

   else begin a := a*a; n := n div 2; end;

power := Result;

end;

function power(x : Real ; n : integer) : Double ;

var y : Double;

begin





итерационна реализация 2

  y := 1; 

  While n <> 0 do begin

       if odd(n) then y := y*x

       n := n div 2; 

       x := x*x;          - изняся се извън while за последното n ако се получи препълване

                          end;

power := y;

end;

Сравнeние между алгоритмите за изчисляване на xn
A1. Xn с n-1 умножения за големи стойности на n не се чака (n =500)

A2. Xn с рекурсия

А3. Xn без рекурсия
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A4. Xn = en lnx
Функциите са изпълнени 60000 пъти, за да се получат времената.Изчислява се 2n  =?
А2 и А3 са много близки по идея, ,но рекурсивният отново е по-бавен.

Умножение на 2 комплексни числа

Z = (a + ib)*(c + id) = a*c – b*d + i*(b*c + a*d) = Re + iIm

Re = a*c – b*d

4 умножения

Im = b*c + a*d

и 2 събирания

Можем да намалим броя на умноженията чрез въвеждане на помощни променливи.

p = (a +b)*c


q = (d-c)*a

r = (d+c)*b

Re = p - r  = a*c +b*c-a*b – b*c = a*c – a*b

Im = p+q = a*c +b*c +d*a – c*a


5 събирания и 3 умножения

- Увеличаваме малко събиранията за сметка на умноженията, но умножението е  8 (10 пъти по-бавно.
Алгоритми за сортиране

Ако в масив а[ i ] ( a [ i +1 ], то масивът е сортиран в нарастващ ред.

Ако a[ i ] ( a[ i +1 ],  то е сортиран ва намаляващ ред. В зависимост от сортирането еднаквите елементи могат да се местят или не. Външно сортиране – сортиране на външен носител – диск, при което достъпът до елементите не е директен, а се достига периодично(дискът се върти). Вътрешно сортиране – извършва се в оперативната памет.Алгорритмите от този тип се делят на 2 подгрупи : зависещи от стойностите на елементите за сортиране и независещи (универсални).

I. Алгоритми, зависещи от стойностите на елементите за сортиране.

Ще разгледаме цифрова сортировка и лексикографско сортиране(bucketsorting).

I.1.Цифрова сортировка

- прилага се при сортиране на цели числа в някакъв диапазон. Стойността на ключа a е от 1 до 6 , n = 8. Ключът е свързан повече с номера. Тъй като обикновено  сравняваме поле от запис, е добре да се мести само номер или указател, а цялата останала информация да стои неподвижна.

- Номерата не могат да се повтарят, докато ключът може.
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Прави се масив Начало с дължина 1(n (в случая 6). За всяка стойност правим стек, който записваме в началото, за да не губим време да записваме в края. Обхожда се масива Начало. Ако клетката е 0, не се чете, ако е различна от 0, се чете стека.
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Лексикографско Сортиране

Лексикографски ред – ако са дадени две думи  X и Y , където X = x1.x2.x3...xi...xn 

Y=y1.y2.y3...yi...ym.

1) x = y , когато  m = n  xi = yi  за i = 1,2,...n 
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Следващият символ
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x < y , ако са равни до i – тия символ и Xi + 1 < Yi + 1      Y  е с по-голяма дължина от X и X е поддума на Y
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Даден е масив от n думи, които трябва да се сортират в лексикографски ред.

n =6  -брой думи;
к =4 – брой символи;

m=3 – брой символи от азбуката
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[image: image37.wmf][image: image38.wmf]Сложността на този алгоритъм е О((m+n)k)
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I Първо се обхождат думите, като се започва от последните символи, като се създават m опашки, всяка от които съответства на символ. Думата се слага в съответната опашка в зависимост от последния и символ.

II. Същото, само че по трети символ.

III. за втори символ

IV. за първи символ

Това сортиране може да се приложи и за числа при поразредно сортиране.

Общи алгоритми за сортиране

Трите алгоритъма, които ще разгледаме важат за произволни данни и са със сложност n2.

I. Алгоритми с пряко вмъкване

[image: image41.wmf]бримка


Първоначално сме сортирали в първата част, търсим мястото на А[ i ] и местим всички други надясно след него. Търсенето на мястото може да се направи и с двоично търсене или с поединично обхождане отдясно наляво. Тежкият процес тук е местенето.

В началото сортираната част се състои от първия елемент.

Пример : 
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Тmin =  n – 1 -  за предварително сортиран в нарастващ ред масив

Тmax = n(n-1)/2 – за предварително сортиран в намаляващ ред масив

Тср =  O(n2) – разгледани са броят на инверсиите в дадена редица. Отчита се , че една размяна ликвидира поне една инверсия
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Алгоритми с пряк избор -  разгледан е вече
II.1 Правят се n на брой сравнения , намира се минималният елемент на масива, индексът му и се разменя с първия.  От останалилта пак се намира минималния и т.н.

Пример : 
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Тсравн =  n ( n – 1 ) / 2

Tразм =  n - 1
III. Алгоритми с пряка размяна

[image: image50.wmf]               4!
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Масивът се обхожда отзад-напред (отдолу-нагоре), за да се намери минималния елемент и по този начин отгоре да изплува най-малкият.

1. За оптимизация може да използваме Flag от булев тип, което да показва дали някъде е правена размяна и ако не е – се прекратява обработката.

2. [image: image51.wmf]x
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Може да се следи къде е правена последната размяна
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3.Обхожда се в несортираната част в две посоки

[image: image53.wmf]G

2

[image: image54.wmf]G

3


Независимо от всички подобрения, сложността му си остава O(n2)

IV. Алгоритъм на Шел -  За пръв път сложността пада под n2
- идеята е, че ако се разменят по-отдалечени елементи , се елиминират повече инверсии и следователно се избягват повече размени.

Стъпки   h1 , h2 , h3 ,...,1.
последната стъпка задължително е с размер 1.

Оригиналният алгоритъм е с h1 = [ n/2 ],  hi = [ (hi-1)/2 ], но тази последователност не се оказва удачна. По-удачно е да се избере 1,3,7,...,2i-1,

[image: image55.wmf]G
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В h1 се разглеждат следните елементи : 1,1+h1,1+2h1, 1+3h1.

Tрите дяла сортираме чрез пряко вмъкване, като започваме отзад-напред. За така сортирвания частично масив се прилага стъпката h2 – отново се сортира чрез пряко вмъкване и така до h1, когато се прави пряко вмъкване за всички елементи – последната стъпка гарантира, че масивът ще бъде сортиран, но след предишните стъпки, размените в последната ще бъдат значително по-малко.

[image: image56.wmf]G
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Изпълняваме стъпки 5,3,1

Когато се изпълнят 1,3,7,...2i-1 редица стъпки се получава Тmax = О(n3/2), което е съществено ускорение.

Тср = О(n5/4)

За оригиналната идея Тmax = O(n2) 

hi=(hi-1)/2

Алгоритъм за сортиране чрез сливане

 Основната идея е , че масивът се дели на 2 равни (почти) части в зависимост от четността на n и впоследствие лявата и дясна част се сортират и се сливат.

[image: image57.wmf]M65

208 

броя  

I

65 

броя   II

M65 

I   M65 II


[image: image58.wmf].

.

.

.

.

.

273

273

.

.

.

.

.

.

17

I 

дял

II 

дял

най-големият брой сравнения е n1+ n2 –1 .

n = 2k = 8= 23
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премахваме тези възли

Т(n) = 0 за n=1

T(n) = 2T(n/2)+ n – 1, за n>1
Tср (n) = O(nlogn)
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procedure Mergesort ( i, j : integer);

begin

   if i < j then

     begin

         m :=  [ (i + j ) / 2]  ;  { цялата част}
         mergesort( i,m );

         mergesort(m+1,j);

         Сливане ( i,m,m+1,j );

    end;

end;

Използва се прехвърляне на стойностите на масив, като сливащите се части се записват с помощен масив, което намалява бързодействието, но е в основа на всички сортировки бърху външен носител.

Задачи за освобождаване от Изпит

1. Задача за изоморфизъм
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По зададени два графа да се определи дали се различават. Изоморфизъм е взаимно еднозначно съответствие между възлите на два графа, при което на клон съответства клон. Ако Xi , Xk са клони в единия граф, то ((Xi) и ((Xk) да са клони в другия.
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Елементарен алгоритъм : 

1. Проверяваме дали броят на възлите n1 = n2 и клоните k1 = k2 е еднакъв.

2. [image: image63.wmf]сортираната част

151

89

Проверяваме степените на възлите (за първия граф : 33321) Сортираните валентности трябва да са еднакви.

В тези два графа има и друг изоморфизъм : 
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Пример за изпълнени тези две условия и неизоморфност


Задаване на графа :

1.Външно – във файл  : 1 - 3 4 5   2-4 5  4 – 5 # (символ за край)

2.В програма – 

2.1.
С матрица на съседство
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Диагоналните елементи са 0, защото няма бримки- да е свързан със себе си, както няма и паралелни. Пресечната точка на i-тия стълб и j-тия ред е 1, когато има клон и 0, когато няма. Матрицата е симетрична спрямо главния диагонал за неориентирани графи. Този начин на представяне изисква много памет.( n2 ). Предимство е по-простата проверка.
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2.2.
Списъци на съседство – на всеки възел се задава списък на съседните възли

2.2.1. Статичен

2.2.2. Плудинамичен

2.2.3. Напълно динамичен

ако искаме да проверим дали са съседни, трябва да се обходи списъка – по-сложно, но по-бързо.

2.  Задача за 
автоморфизъм ( частен случай на изоморфизма) 
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[image: image84.wmf]този съдържа всички възможни клони и е подграф , следователно се

нарича породен (индуциран) подграф. Графът може да бъде свързан(ако
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Ако графът е пълен ( всеки възел има връзка с всеки

група - множество, спрямо което е дефинирана една операция, 
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която отговаря на определени свойства. В случая операцията е 

означена условно с умножение :  ( * (
група – множество, спрямо което е дефинирана една операция, която  отговаря на определени свойства. В случая опеацията е означена условно с умножение.
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[image: image91.wmf]затвореност на група – както и да умножаваме два автоморфни графа, получаваме трети от множеството на групата.

(5 * (6 = (1)(8)(4)(5)(2)(7,6)(3) = (2 = (6,7)

       (5 = (1,8)(4,5)(2,7)(3,6)




(6 = (1,8)(4,5)(2,6,3,7)
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ред на групата наричаме броя на автоморфизмите – в нашия случай са 8.

орбити наричаме всички възли, в които графът може да се изобрази.

генератори наричаме част от  възлите, с помощта на които чрез умножение могат да се образуват всички останали.

3.  Задача за 
Изоморфни влагания на графи в граф  

Дадени са два графа G1 и G2. Да се определли дали G1 може да е подграф на G2 
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ако трябва да влязат всички клони, се нарича индуциран граф

ако не трябва да влизат всички клони , се нарича само подграф

Изоморфизмът е частен случай на тази задача – подграф на себе си.

4. Изоморфно пресичане на 2 графа 

Дадени са два графа : G1 и G2 . Търси се трети граф G3 , който да се влага в  G1 и в G2 и да има максимален размер.  G3 ( G1   G3 ( G2 
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5.  Задача  

Даден е граф с 546 възела (n = 546), като възлите са разделени на два дяла и възел от единия дял има връзки само с възли от другия, като всеки е свързан с 17 възела.
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Такива графи се наричат двудялови. да се намери подмножество от 65 възела от единия дял, така че възлите от втория дял да имат само една връзка или само 5 връзки.  Ако задачата се решава стандартно, C27365   е огромно число.

Пирамидално сортиране – процедура

Пирамида(heap) – пълно двоично дърво.Всеки възел има два приемника, като само за предпоследния и последния възел това свойство може да се наруши.
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Ако знаем мястото i на елемента k, неговият родител ще се намира на място [i/2], а непосредствените му приемници са на място 2i и 2i+1.


l=0


l=1


2l+1 – брой на елементите

l=2


за пълно дърво с ниво l


l=3


Операцията търсене на елемент до тази структора е много бавна – няма удачен алгоритъм за търсене.

Стъпка 0: Преобразуване на масива в пирамида


Стъпка 1: A[1] и A[n] са разменят.A[n] заема първа позиция.


Стъпка 2: n:=n-1.Ако n=1 ( край.


Стъпка 3: Вземаме елемент, който не си е на място, сравняваме го с двата елемента под него и го разразменяме с по – големия и така надолу.


Когато е зададен произволен масив, той трябва предварително да се направи в пирамида.Започваме от елемента [n/2] и за всеки от тези елементи се движим надолу.
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Сравнение м/у масив и списък :


Пирамидалната сортировка има средна сложност 0(n*log(n)), но от експериментите личи, че за по – големи пирамидални сортирания е по – бърза.

Операции с пирамида
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n=12
        [n/2]=6

   Започваме от първия елемент, който има приемници – n/2 е баща на nтия възел.
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   Операции:

1) Движение ”надолу” – сравняват се два елемента и по – малкият отива надолу

2) Движение ”нагоре” – ако възел не спазва реда, се заменя с непосредствения предшественик

3) Намиране на максимален елемент – взимаме елемента с индекс 1

4) Промяна стойността на елемент:

· ако го увеличаваме, прилагаме движение нагоре

· ако го намаляваме, прилагаме движение надолу

5) Вмъкване – добавя се още един елемент на свободния възел и се движи нагоре по пирамидата

6) Изтриване на елемент – движим го нагоре и го разместваме с последния елемент.Премахваме последния и първият се движи надолу.

Бързо сортиране – процедура

[image: image105.wmf]име

Може да има заглавие


Намира се елемент X, спрямо който се извършва по – нататък разделянето на масива на три.S е множеството от всички елементи(S1<X, S2=X, S3>X).Добре е елементът X да е такъв, че S1 и S3 да са почти еднакви.Следователно търсим среден по стойност елемент(не по индекс).Прави се с медиана от три елемента.

Как продцедираме?

Вземат се трите елмента A[i], A[j], A[(i+j)/2].Сортират се и се намира вторият по големина.Него избираме – той е X.

procedure QuickSort(A, i, j);

begin

    if (j-I)>b then

      begin


избор на X;




          i       j

чрез сравнение на елементите и движение ( и ( разменяме A[i] и A[j], докато i размине j (i>j);

QuickSort(S1, i, k);


QuickSort(S2, k+1, j);

      end;

end;

      отляво отдясно
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Най – неудачен е случаят, когато елементите са равни

За вариант 1) :
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Определяме X. 

A[1]=8

A[10]=0

A[(1+10)/2]=A[5]=6

Числата са: 0, 6, 8

( X=6 – медианата
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Има разминаване. Алгоритъмът за сортировка продължава.

За малко елементи алгоритъмът за вмъкване е по – ефективен.


Стъпка 1: Ако масивът е с размер по – малък или равен на базата, |S|(( ( сортиране с вмъкване: y:=a[k]


Стъпка 2: Избор на X


Стъпка 3: Разбиване на S1 и S2 както в QuickSort


Стъпка 4: Ако размера на |S1|(k, се обръщаме рекурсивно към S1
Ако k=|S1|+1, то това е ктият елемент ( край, иначе k>|S1|+1 – обръщаме се рекурсивно към S2 с kselection(S2)

Максимална сложност – Tmax=O(n2)

Средна сложност – Tср=O(n)

При QuickSort сложността е O(n*log(n)), защото при него се обръщаме рекурсивно и към двете части.

1) QuickSort с оптимизиран вариант – b=10, t=41
Намираме средния елемент, разменяме го скрайния и го изключваме.Връщаме го на iтото място след като вече сме сортирали

2) QuickSort без оптимизация – t=47

3) HeapSort – t=104

4) ShellSort – t=71

5) InsertSort(чрез пряко вмъкване) – t е много голямо, където t е броят на размените
Алгоритми за търсене

1) Търсене в несортиран масив

A1) Последователно обхождане на всички елементи.В най – лошия случай имаме 2n сравнения
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A2) n:=n+1

      A[n]:=x

1, 2, …, n, n+1

2) Търсене в сортиран масив

5, 17, 28, 31, 48, 63, 125, max

x=30

1. Докато се стигне до елемент, който е по – голям

2. Сравнява се дали не е по – голям от най – големия елемент в масива

3. Записва се теоритично безкрайна стойност в n+1 позиция.Следователно имаме максимум n+1 сравнения

Най – удачно е двоичното търсене:


Сложността на този алгоритъм е O(log2n).Това е най – бързият алгоритъм за търсене в масив.

[image: image113.wmf]бримка


Хеширане – процедури за запис и четене


В основата на хеширането стои хеш таблица, в която елементите се записват по адрес, който се описва от съдържанието.
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Хеш таблицата се използва в компилаторите за търсене на идентификатори - определя се адреса на идентификатора.Ако вече има определен адрес, използваме същия.Ако не е определен, определяме ние такъв.Това е много важна задача, която трябва да се реши бързо.Не може да се сортира, защото добавянето на нов елемент е много бавна операция, а и не се нуждаем от сортиран ред, а само от адрес.Възможно е този адрес да има няколко думи.

Колизия – ако две или повече думи имат един и същи хеш адрес.Така се получава списък и не се печели нищо заради последователното обхождане. Идеална е тази таблица, която няма никакви колизии.За минимални колизии е важен изборът на n и хеш функция.Ако n е просто число, има по – равномерно разпределение по адреси.Ако е дадено x=xnxn-1…xk…x2x1 за хеш функцията се взима поредното място на буквата в набора, сумират се кодовете и се взима остатъка при делене на n и така се избягва препълването.Колизия се получава и в случая при индентификатори с еднакви букви на разменени места.Универсална хеш функция няма – за всеки случай се избира подходяща.

Запис: Дадено е числото x – търсим адреса му с хеш функция.Обхождаме списъка, записваме или в началото или в края – обикновено в началото, защото често ако променливата се използва в началото е много вероятно да се използва и в следващата формула.

Четене: Намираме хеш адреса и обхождаме списъка.

Затворено хеширане
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Хеш функцията е x mod 10
i=x mod 10

При 49 записваме в клетка 9.При 58, в 8.При 69 се получава колизия.


I вариант

Линейна проба –  гледаме дали следващият адрес е свободен, в случая нулата и тъй като е записваме числото там.Имаме неравномерно разпределение на стойностите на елементите  по таблицата + много обхождания.

II вариант

Циклично опитване – по – равномерно разпределение на елементите в таблицата.

III вариант

Двойно хеширане – пробва се в началото дали адресът е зает и с втора хеш функция намираме нов адрес

IV вариант

Рехеширане – при постепенно запълване на таблицата(70%) се получава дълго търсене за всеки елемент.Прави се нова хеш таблица с двойно по – голям размер(размерът е равен на първото по - голямо просто число).
V вариант

Ако е заета цялата оперативна памет, то ни трябва външна.Следователно ни е нужно такова разпределение, при което да имаме минимално обръщане към външен носител.

Структури от данни


Данните могат да се представят като отделни стойности или множество от стойности.Ако е множество, говорим за структури от данни.Изборът на такива структори има съществено влияние върху алгоритъма.Търсенето в масив се осъществява по един и същи начин, в списък – има друг алгоритъм, в дърво – трети и т.н.Структури от данни са: Стек, Опашка, Списък, Дърво, Граф.

Стек – процедури за запис и четене


Стекът е линейна структора, в която записът и четенето се извършват в единия край(LIFO – Last In First Out).Той се нарича връх.
[image: image117.wmf]бримка


Стекът е празен при връх = 0 и е пълен при връх  = n.

При стека четем от върха, връх := връх – 1;
Четене

if връх = 0 then

   WriteLn(‘Стекът е празен’)
else

   begin

       x:=стек[връх];

       връх:=връх-1;
   end;

Запис

if връх = n then
   WriteLn(‘Стекът е пълен’)
else
   begin

       връх:=връх+1;
       стек[връх]:=x;
end;

Динамична реализация
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type

   стрелка=^стрелка;

   елемент=record

        инф 
   : Real;


        следващ  : стрелка;
   end;
var

  връх : стрелка;

procedure Четене(var x : Real);

var

   p : стрелка;

begin

   x:=връх^инф; {проверката се прави извън процедурата за икономичност}

   p:=връх;

   връх:=връх^следващ;

   dispose(p);

end;

procedure Запис(var x : Real);

var

   p : стрелка;

begin

   new(p);

   with p^ do

      begin


инф:=x;


следващ:=връх;

      end;

   връх:=p;
end;

Във всички съвременни процесори операциите със стек са основни операции.Когато се вика процедура, всички локални променливи, декларирани се запомнят в стек и се помни адреса на повикването, за да се продължи изпълнението на процедурата.
Опашка – процедури за запис и четене

При опашката операциите се извършват и в двата края – единият се нарича край, а другият начало(FIFO – First In First Out).В края се записва, а в началото се чете.
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Може да се случи да сме стигнали до n, но да има празни елементи в началото.Поради тази причина опашката се разглежда циклично.

1) Пълна опашка – при край+1=начало. Записът край:=край+1 не е валиден при край=n, затова записваме край:=край mod n+1

2) Елемент – край=начало
3) Празна опашка – край=0
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Запис

type

   стрелка=^елемент;
   елемент=record


        инф         : Real;


        следващ : стрелка;
   end;
   опашка=record


       начало, край : стрелка;

   end;
var

   z : опашка;
Четене
Има три случая:

1) опашката е празна – съобщение, че не можем да четем от опашката

2) при наличие на повече от един елемент
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образува се цикъл

при наличие на един елемент

x:=начало^инф;

p:=начало;

начало:=начало^следващ;

dispose(p);
Динамично четене

procedure Четене(var x : Real);

var

   p : стрелка;

begin

   with z do

    if край=nil then

        WriteLn(‘Опашката е празна’);

    else

       begin


x:=начало^инф;


p:=начало;

if начало=край then


  край=nil;


начало:=начало^следващ;


dispose(p);

       end;

Динамичен запис

Има два случая:

A) празна опашка

1) new(p);

2) попълване на елемента, сочен от p

3) начало:=p;

4) край:=p;

B) опашката не е празна

1) new(p);
2) попълване на елемента, сочен от p
3) край^следващ:=p;
4) край:=p;
procedure Запис(x : Real);

var

   p : стрелка;

begin

   new(p);

   with p^ do

      begin


инф:=x;


следващ:=nil;

      end;

   with z do

      begin


if край=nil then


  начало:=p;


else


  край^следващ:=p;

край:=p;

      end;

end;
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Приложение – ако е даден граф и даден негов възел е обявен за основен, трябва да се намерят нивата на съседство.


Ако нивото е k, то тези от ниво k+1 са съседните на възлите от k, нямащи още ниво.
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А1. Първоначално знаем само нивото на възел 4. Възлите от второ ниво са всички съседни на базовия. Обхождат се елементите и се гледа кой има ниво за всеки от съседните възли и т.н.Преди започване всички са с ниво 0.

[image: image126.wmf]() – 

първа стъпка

(()) – 

втора стъпка

((())) – 

трета стъпка

2

3

4

5

6

1

(0*)

(

µ

)

((2*))

(

µ

)

((4))

(((4*)))

(

µ

)

((

µ

))

(((13)))

((((12))))

(

µ

)

(

µ

)

((7))

((12))

((((11*))))


А2. Реализация със стек

Започва се от 4, съседните му възли получават ниво 2, после другите - нивото на съседните им плюс 1.Обхождането на опашката може да спре до края й или ако броя на възлите с ниво e n.

Ако е даден граф G(V,E), H(V1,E1) e подграф на G само ако V1 ( V и E1 ( E (V1 e подмножество на V )
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Несвързаният граф се състои от краен брой свързани графи, наречени компоненти. Компонентата може да бъде разгледана и като свързан подграф.

Структура списък. Процедури и за запис и четене на елемент в списък


Записът и четенето могат да са на произволно място с последователен достъп.
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Списъкът може също да е кръгов.
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C – константа
масив : n / 2 + log2n

списък : n /2 + C

В паметта списъкът е поместен разпръснато


Статична реализация – с два масива

Запис :
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Тук се записва началото.Има два списъка – на свободните и заетите елементи

Записваме следните елементи в сортиран вид :
14, 19, 12, 16
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[image: image136.wmf]
елемент[свободен] := x;

p := свободен;

свободен := следващ[p];
следващ[p] := следващ[позиция];

следващ[позиция] := p;
Четене:

p := следващ[позиция];
x := елемент[p];

следващ[позиция] := следващ[p];
следващ[p] := свободен;
свободен := p;
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Пример:
Събиране и умножение на полиноми : записваме коефициентите в два масива.Събират се нулев с нулев елемент и т.н. с един цикъл.Недостатък е, ако много коефициенти са нули.

5 + 10x7 + 15x61 + 21x110
Тогава в повечето случаи ще събираме нули, което е излишна работа.Правим два цикъла и събираме всеки с всеки елемент.
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Обхождане в

прав ред


Университет обучава 40 000 студенти.Има определен борй предмети – 1000.Всеки студент изучава различни курсове.Трябва да се знаят курсовете на студент и студентите в какъв курс са.Това може да се реализира с мултисписъчна структура :
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Обхождане в

междинен ред
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Можем да създаваме теглови графи – на възлите или на клоните са приспособени тегла.Графът може да се разглежда като абстрактно представяне на реални неща.Пътната мрежа – тегловен граф.Между два възела може да има повече от един клон(в Химията) и т.н.


Пътят е последователност от възли с връзки между съседните
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Прост път – повтаряне на възли и клони.Не се допуска цикъл(контур) – първият и последният възел на пътя съвпадат.

1 – 6 – 3 –2 – 1

1 – 6 – 5 – 4 – 2 – 1

Прост цикъл – цикъл без повторения.

Хамилтонов цикъл – преминава през всички възли веднъж(не всеки граф има такъв цикъл)

Ойлеров цикъл – минава през всеки клон
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Дървото се изражда

в списък


Пълен граф – всички възможни възли съществуват
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Празен граф – няма нито един клон
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За пълен граф - 
         клона, всеки възел има n – 1 съседни(за пълен граф)
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Допълнителен граф -        - ако между възела G има клон, а в       няма и обратно

[image: image148.wmf]
Регулярен(еднороден) граф – всички възли имат еднаква степен.

[image: image149.wmf]А

1

А

2


Пълният граф е винаги регулярен
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Равнинен граф – може да се изобрази в равнината без пресичане на клони.

Двувялов граф – възлите са разделени на два дяла и има клони между възлите от двата дяла.

Представяне на графи

Представянето на графа може да бъде външно или вътрешно. 

Външното представяне се реализира във файл. Цели се еднозначно и същевременно максимално кратко представяне на графа – при неориентиран граф за всеки възел с по–големи номера се задават съседните възли 
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Възможно е да се разполагат на различни редове, като редът е номер на възела, но този начин не е много икономичен
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Вътрешно представяне : 

I.матрица на съседство
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1. Аnxn – на всеки възел съответства ред и на всеки клон съответства стълб. Елементите по главния диагонал са 0 ако няма цикли.

Симетрична е спрямо главния диагонал , защото ако има клон i–j ,то има и клон j-i . Ако графът е ориентиран, матрицата няма да е симетрична. При тегловен граф вместо 1 се пишат теглата. Ако графът е ориентиран, има две степени – първата е брой на входните , а втората е брой на изходните ребра.
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В реда се записват само изходните съседни възли, а в стълбовете се получават входните съседни възли.

Начините за представяне можем да разгледаме по отношение на консумираната памет, бързината на операциите : съседност(дали два възела са съседни)  и намиране на всички съседни възли на даден възел. Този начин на представяне (с матрица) изисква n2 памет. За графи с ниска степен (голям брой възли и малко връзки) в представянето има малко единици и много нули, което е неефективно използване на паметта. Все пак този начин е най-удобен за определяне на съседност – с едно сравнение на i-тия ред и j-тия стълб. Намирането на всички съседни възлли на даден възел става с едни обхождане на реда (или стълба за ориентиран) – цикъл, който се изпълнява n пъти.

II. [image: image155.wmf]обект, който

обработваме

Със списъци на съседство. – на всеки възел се прави списък на съседство
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III. Реализиране с масиви –  в хедин маси в се поместват последователно съседните възли, а в друг масив задаваме или началото , или края (като индекси на първия).
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Общата необходима памет е n+1+2k

Ако степента е максимум 5, далеч е от n2 , освен това втората операция се решава много по-лесно. Обхожда се списъка на възела с по-малка валентност val [ U] = начало [V+1] -–начало [ V ]       - обхождат се с цикъл , който се изпълнява толкова пъти, колкото е валентността.
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Полудинамична реализация -  

nmax – максимален брои на възллите на граф, които можем да обработим – масивът е  статична структура, но останалата част е динамична- масивът ще е от указатели.
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const nmax = 1000;

type

   стрелка = (елемент; 

   елемент= record

 

inf : Real;



следващ : стрелка;


        end;

var 

        g : array [1..nmax] of стрелка;
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Динамично задаване – за всеки възел се дават връзките между съседните възли

Ще има два вида указатели : Y1 и Y2 

Това задаване важи за свързан граф. Ако графът не е свързан, трябва да даваме началото за всяка компонента.

type 

   y1 : (възел;

   y2 : (дв_ук {двойка указатели}

   възел =  record



номер : integer;



n1 : y2;


      end;

   дв_ук  = record



n2 : y1;



n3 : y2;

                 end;

Алгоритъм на Крускал за намиране на минимално скелетно дърво

Разглежда се тегловен граф. Трябва да се намери подмножество на клоните (дървото няма цикли) , такова че сумата от теглата да е минимална.

Скелетно дърво -  дърво, обхващащо всички възли на графа.

Приложение : ако се строи компютърна мрежа за различни сгради с връзка между тях, сървъри във всяка сграда, трябва да се прекарат кабели и теглотона графа са средствата  за прокарване на кабела. Следователно за минимизиране на разходите е необходимо да се направи минимално скелетно дърво
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С1: Всички възли се поставят в отделни множества
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С2 : Намира се клонът с минимално тегло – проверяваме за всеки клон дали краищата му са от различни множества. Обединяваме множествата от него – не трябва да се получават цикли.

С3 : вземаме следващия с минимално тегло и за него правим същото.
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минимално тегло е 1+3+4+9+17+23 = 57

Може да се докаже, че този алгоритъм е коректен и дава минималното скелетно дърво, работи и за несвързан граф. Алгоритъмът на Прим е друг начин за решение на задачата – търси се минималното тегло не на всички , а само от тази част, която е съседна – непрекъснато се поддържа свързаността на дървото.

С1 : 1-7

С2 : проверяват се 23  36 1 4 9 25 16 и 20 и се пуска минималният от тях .

Сложността е : кlogk
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Задачата за обхождане в ширина е разгледана.

Задача за обхождане в дълбочина 

При обхождане в дълбочина започваме от най-левия възел. Възможни са много обхождания.
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Прави клони се наричат клоните, участващи в дървото; обратни клони са тези, които не участват в него. 3-6 е обратен. На всеки обратен клон съответства един цикъл, който се нарича фундаментален – с тяхна помощ могат да се намерят всички цикли на графа чрез операция обединение.
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Слагат се отляво
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Ако имаме два цикъла : 6-3 цикъл (6-1-8-2-10-12-3-6) и 6-11 цикъл(6-1-8-2-10-12-3-11-6), от тях се получава нов цикъл 6-3-11-6

Обхождане на граф в дълбочина

for x(G do Num[ x ] := 0;   { num – масив , в който записваме кога е посетен възелът}


I := 0;


T := [ ] ; B := [ ];

for x( G do if Num[ x ] = 0 then DFS(x,0);

procedure DFS (v,u); {v- баща ; u – приемник}   {DFS – depthsearch}

begin

   I := J + 1 ; Num [ u] := J;

   for W ( Adj (v) do 


{Adj – Adjacency – множество на всички съседни възли }

      if Num [ W ] = 0 


{на този, в който се намираме – проверяваме за всички съседни номерацията им . Ако е 0, следователно не е посетен} 
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            |V,W| - ребро от дървото    

 then    Т := Т +[( v,W )]

{ T -  множество от правите ребра}


DFS (W,v)

else  if ( Num [ W ] > Num [ v ] ) and (W<> u)
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             (v,W) -  обратно ребро 

then
  B := B + [( v,W)]

{B – множество от обратните ребра}

[image: image170.wmf]r

end;

Алгоритъм на Дийкстра за минимален път между два възела в графа

- Този алгоритъм работи за граф с положителни теглови коефициенти, но с модификация може да се приложи и за графи с оттрицателни теглови коефициенти
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коефициентите са дължините на пътищата. Търсим път между възел  S и възел t .

С1 : Въвеждат се отметките на възлите – временна( за текущата дължина на пътя) и постоянна (за път, който няма да се променя).

1. L(S) = 0* - постоянната (ако има * значи няма да се променя)

за всяко  Xi ( G, L(Xi) = ( ( за всички възли с изключение на началния)

p=s   (p е помощна променлива, която сме въвели във връзка с постоянната отметка

2. [image: image172.wmf]за всеки възел Xi , съседен на p  L(Xi) = min [ L(Xi), L(p) +Adj[ p,Xi ] ]
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Такава точка в последователния алгоритъм има , но не е със

същия смисъл – тук има изчакване да завършат всички

паралелни процеси. Затова се нарича точка на изчакване

или синхронизация

Точка на

разпаралелване

L(Xi*) = min (L(Xi))

4. p = Xi*

5. [image: image174.wmf]1. SISD
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Избираме възела с минимална отметка измежду всички.

1. L(1) = 0*

p=1   (съседни са 2,3,5,6)

L(2) = min((,0+2) = 2

L(3) = min (( ,0+4) = 4

L(5) = min ((,0+8) = 8

L(6) = min ((,0+12) = 12 

минимален е втори възел , следователно започваме от него следващото завъртане.

L(2) = 2 

p = 2  - съседни са (2,4,5,6)

L(3) = min (4, 2+3) = 4

L(5) = min (8,2+5) = 7

L(6) = min (12, 2+13) = 12

L(3) = 4

p=3

L(4) = min (13,4+8) = 12

L(5) = min (7,4+6) = 7

L(5) = 7

p=5

L(4) = min (12, 7+13) = 12

L(6) = min (12, 7+4) = 11
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При връщане назад пазим от кого към кого сме получили постоянната отметка в масив, което означава, че тръгвайки от края към началото можем по индекса да видим през кой възел минава пътят.

Дървовидни структури (Дървета)

Дърветата могат да бъдат ориентирани или неориентирани.Ориентираното дърво е насочен, ацикличен граф, в който има един възел, нямащ входяща дъга, наречен корен, а всички останали възли имат по една входяща и от 0 ( n изходящи дъги.Неориентираното дърво е ненасочен ацикличен граф, при който за корен се избира произволен възел.


Разглеждаме ориентиран граф(троично дърво):
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   3. 

MISD

УУ

1

АЛУ

1

АЛУ

2

АЛУ

n

поток данни

УУ

2

УУ

n

Обикновено ако посоката е отгоре – надолу за всички възли – тя не се дава.Приемниците в едно поддърво се наричат същински приемници.Пряко свързаните с корена се наричат непосредствени приемници.
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Височина на дървото е най – дългото разстояние от корена до краен възел.Височина на възела е броят дъги между възела и краен възел.Височината на корена е височина и на дървото.Дълбочина на възел е пътят от съответния възел до корена.Ниво на възела е разликата между височината и дълбочината на възела.При двоично дърво има от нула до два приемника.

Задаване на дърво:

[image: image178.wmf]5

5

5

1

2

3


Това е един от най – икономичните начини – n възела и m дъги.Следователно сложността е O(m+n).

Друг начин:

· [image: image179.wmf]Q
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отпадат всички възли и в двата масива, които нямат приемници.
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· може за всеки възел да се дават предшествениците, а не приемниците.Този начин е най – икономичен за задаване на nично дърво.Трудно е за обработка.
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За двоично дърво – може да се представи в масив от записи от две полета, едното от които е ляв, а другото – десен приемник.
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[image: image184.wmf]
Пълно двоично дърво наричаме такова, за което на всяко възможно дърво имаме всички приемници с изключение на крайните.Височината е h=2n+1-1, където n е броят на възлите. То може да се запише в едномерен масив като пирамида.
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Наследниците се намират по формулата I ( 2*I, 2*I+1, където I е индексът на предшественика.Предшественик се намира по ф- лата: I div 2 = P, където I е индексът на наследника, а P е индексът на предшественика.
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Начини за обхождане на двоично дърво:
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type

    TreePtr = ^Node;

    Node = Record


       Info : Integer;

       Left, Right : TreePtr;
   
    end;

- обхождане в прав ред(preorder) – обхожда се корена, после лявото , а накрая дясното поддърво.
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Procedure PreOrder(p:TreePtr);

begin

    if p <> nil then

       begin

write(p^.info);


PreOrder(p^.left);

PreOrder(p^.right);

       end;

end;

- обхождане в междинен ред(inorder) – обхожда се лявото поддърво, после корена и накрая дясното поддърво.Всички възли от лявото се обхождат преди тези в дясното, следователно възлите в лявото поддърво имат по – малка номерация от тези в дясното.
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Procedure InOrder(p:TreePtr);

begin

    if p <> nil then

       begin

InOrder(p^.left);


write(p^.info);


InOrder(p^.right);

       end;

end;

- обхождане в обратен(postorder) ред – обхожда се лявото поддърво, после дясното и накрая корена.Използва се при обработка на аритметични изрази – обхождането им в дървовидна структура става много бързо.
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Procedure PostOrder(p:TreePtr);

begin

    if p <> nil then

       begin


PostOrder(p^.left);


PostOrder(p^.right);


write(p^.info);

       end;

end;
Запис и четене в двоично дърво
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В зависимост от реда на постъпване на елементите при небалансираните дървета, структурата може да се получи различна(L1<L2<...<L7).
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Получава се най – лошият вариант – дървото се изражда в списък, при търсене в който можем да направим седем сравнения.

При балансираните дървета може лявото и дясното поддърво да се различават по мощност(брой на възлите) с единица.
Запис при небалансирано дърво
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Нека записът е дума.Ключът може да е Real, Integer или String.

type
   стелка=(дума
   дума=record
  ключ
: real;

  брой : integer;

  ляв, десен : стрелка;
   end;
Записът ще бъде съпроводен с търсене, за да намерим мястото, където да запишем елемента.
procedure Запис(x : Real;var p:стрелка);

begin
1. p=nil ( създаваме елемент и записваме брой 1, ляв nil, десен nil

2. Ако х>p(.ключ, се извършва търсене в дясното поддърво с рекурсия

3. Ако x<p(.ключ, се извършва търсене в лявото поддърво

4. Ако x=p(.ключ, брой се увеличава с 1

if p=nil then
         begin
             new(p);with p( do

    begin

       ключ :=x; брой :=1; ляв :=nil; десен :=nil;


    end;

         end
      else if x<p(.ключ then Запис(x, p(.ляв)
         else if x>p(.ключ then Запис(x, p(.десен)

            else p(.брой :=p(.брой+1;
end;{procedure}
Записът не е много сложен, но четенето създава проблеми.

I сл.   p=nil ( write(‘думата не е в дървото’);

II сл.  x<p(.ключ ( търсене в лявото поддърво

III сл. x<p(.ключ ( търсене в дясното поддърво

IV сл. x=p(.ключ ( намерена е


IV.1. p(.ляв=nil
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V.2. p(.десен=nil ( p :=p(.ляв
IV.3. Тежкият случай ( q :=p
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Трябва да изтрием елемента x.Можем да вземем най – големия от лявото поддърво или най – малкият от дясното и него да качим горе, за да запазим свързаността и подредбата в дървото.

procedure Четене(var x:Real;var p:стрелка);.

var

   q:стрелка;{помощна променлива}

begin

   if p=nil then write (‘ думата не е дърво’)

     else if x < p(.ключ then Четене (x, p(.ляв)

        else if x > p(.ключ then Четене (x, p(.десен)


esle begin

  

q := p;



if p(.ляв = nil then p := p(.десен



  else if p(.десен = nil then p := p(.ляв



     else Del (q(.lqw); 

                          dispose (q);

                     end;

end; { procedure}

procedure Del (var r : стрелка);
begin

   if r(.десен <> nil then Del(r(.десен)

      else begin

  
q(.ключ := r(.ключ;

q(.брой := r(.брой;

q := r;


r := r(.ляв;

end;

end;{procedure}

Приложение на дървото : 

- В компютъра директориите са с дървовидна структура
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- При компилация на аритметичен израз – X+Y

Изразът се представя като дърво.Ако това дърво се обходи в междинен ред, се получава X+Y(инфиксна форма); aко се обходи в прав +XY; ако обходи в обратен XY+(постфиксна или суфиксна форма), обратен полски запис на аритметичния израз
Пример : (а+b/c)*(d-e*f)
Няма да разглеждаме въпроса как се намира главната операция
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Организирани са два стека 
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Обхожда се записът отляво надясно. Ако се срещне операнд, се търси в стека с операндите, ако се срещне операция , се търси в стека с операциите. Ако за операция има операнди, тя се изчислява и резултатът се записва като операнд.

1. AVL дървета – дървета балансирани по височина

2. B – дървета – при тях се дефинира порядък – дърво от ред m. От корена могат да излизат 2(m срелки, а другите възли, които не са в корена имат m/2(m стрелки (наследници), всички листа (крайни възли) са на едно ниво. Това е много удобна структура за външна памет и голяма по обем информация.

3. Скосени дървета
Методи за съставяне на алгоритми

Ще разгледаме следните методи за съставяне на алгоритми : 

- метод разделяй и владей

- метод на балансирането

- метод на динамичното програмиране

- рекурсия

Използването на който и да е от тези подходи не гарантира най – ефективно решение. 

Рекурсивни Алгоритми
Рекурсивен алгоритъм е този, който при изпълнението си се обръща към себе си един или повече пъти. Има два вида рекурсия  : проста (обикновена) и взаимна.
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При простата рекурсия в тялото си алгоритъмът се обръща поне веднъж към себе си, но с други аргументи, които постепенно се изменят, и стига до крайна стойност, при която алоритъмът спира. 

При взаимната 
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А1  се обръща на едно или повече места към А2 и А2 се обръща на едно или повече места към А1.
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Взаимосвързаност може да има и между повече от два алгоритъма.

Разглежда се рекурсивен алгоритъм : 
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Рекурсията поддържа стек – при първо обръщане се записват всички стойности на локалните и формални параметри. При второто обръщение отново се записват и т.н. 
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Ако крайното обръщение е mтото, неговите резултати се връщат на m-1то и така, докато се изпълни и първото обръщение.

Винаги се прави сравнение между рекурсия и цикъл. За простите алгоритми цикълът е по-добър, но има операции, за които рекурсията е по- естествена
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Пример1 :  изчисляване на n!
n! = n*(n-1)! 

function Fact(n : integer) : integer;

begin

   if n = 1 then Fact := 1

     else Fact := n*Fact(n-1);

end;

Нерекурсивно

fact := 1;
for i := 1 to n do fact := fact * i;
Нерекурсивният вариант е по – бърз.

Пример2 :  Числа на Фибоначи

F0 = 1

F1 = 1

Fi = Fi – 1 + Fi - 2

Рекурсивното изпълнение на тази функция ще има изключително много повторения. Изчисляването на Fi – 1 изчисляване на Fi – 2 . Следователно при възможност трябва да се използва цикъл.

Пример3 :  Задача за Ханойските кули
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Дадени са n диска с намаляващ размер. Да се преместят на диск C, като може да се мести само по един диск и диск с по-малък диаметър не трябва да попада под диск с по-голям диаметър.

Сложността е O(2n –1) 
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При рекурсията съществено е, че задачата с по-голям размер се стремим да сведем до задача с по-малък, докато се достигне до базов случай.

1.
А(B,  (C)
n-1 диска (А е начален, B е краен, а C – помощен)

2. 1 диск А(C
3. n – 1диска, B(C
(A)

type стълб = (А,B,C);

procedure Hanoi(n : integer; начален, помощен, краен : стълб);

begin

   if n = 1 then Премести1диск

     else begin
               Hanoi(n – 1, начален, краен, помощен);


   Премести1диск;


   Hanoi(n-1, помощен, начален, краен);

            end;

end;{procedure}

Сложността се определя от броя на преместванията на дисковете. Т(n) = 2T(n-1)+1

Aлогоритъмът е експоненциален. Рекурсивно изчислена, сложността е Т(n) = 2n – 1

Пример4 :  Изписване на текст,който се въвежда, в обратен ред

procedure Reverse;

var 

   c : char;

begin

    Read(c);

    if c<> ‘.‘ then Reverse;

    Write(c);

end; { procedure}
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Ходът е от големи към малки и е по-сложен. Функцията g(n) e определена, а Q(n) е неопределена

Метод Разделяй и Владей
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Обектът се разделя на части (най-малко две) и рекурсивно намираме решението за всяка част. От двата резултата намираме оптималния. Частите, на които делим, трябва да са почти равни за добър резултат – двоичното търсене е пример за приложение на този метод. Сортирането чрез сливане – също.

Z = X . Y – умножение на две n-разредни числа. Търсим алгоритъм по-ефективен от обичайния, чиято сложност е n2 

X = X1.Sn/2 + X0
, където S е основа на бройната система.

Y = Y1.Sn/2 + X0
-числата се делят на две части

Z = X1.Y1.Sn + (X1Y0 + X0Y1)Sn/2 + X0Y0
- извършват се 4 умножения Т(n) = O(n2) – сложността не се променя

X1Y0 + X0Y1 = (X1 – X0)(Y0 – Y1) + X0Y0 + X1Y1
- умноженията се намалят с 1

Z = X1Y1Sn +(X1-X0)(Y0-Y1)Sn/2 + X0Y0  

T(n) = O(n1.59)

За X = 2954; Y = 7831  по обичайния начин има 16 умножения 

X1 = 29; X0 = 54; Y0 = 78; Y1 = 31
за тези по горния алгоритъм има 9 умножения
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c –брой на частите, на които разделяме обекта а – брой на подзадачите, до които се свежда подзадачата.

Т(n)     = aT(n/c) +bn

T(n/c)  = aT(n/c2)+ bn/c

T(n)     = a2T(n/c2) + abn/c + bn

T(n/c2) = aT(n/c3) + bn/c2
T(n)     = a3T(n/c3) + a2bn/c2 + abn/c + bn

n = CI – приемаме, за да може да се дели точно.

Т(n) = ai T(n/ci ) + ai – 1 bn/ci – 1 + .... + a2bn/c2 + abn/c

ai .b.1 = ai.b.n/ci
въвеждаме n/ci = 1

T(n) = ai bn/ci + ai – 1bn/ci – 1 + ... + a2bn/c2 + abn/c + bn

въвеждаме променлива r = a/c

T(n) = bn(ri + ri – 1  + ...r2 + r+1)

T(n) = bn (ri +1 –1)/(r - 1)

I сл.  
r < 1
(a<c)

T(n) =  O(n) – линейна сложност

II. сл.   r = 1
(a=c)

T(n) = bn(i+1) , но i = logcn ( за големи n 1 може да се пренебрегне


Т(n) = O(nlogcn)
III. сл. r > 1
(a>c)

пренебрегва се 1та  в числителя
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( Т(n) = O(n.ri+1) = n.r.ri = n.r.ai/ci = r.ai = O(ai) = O(a      ) = O(n       )

Пример : 

c = 2 

a = 1 ( линеен алгоритъм О(n)



a = 2 ( O(nlogn)
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За съжаление формули, свеждащи до такава сложност не са открити. Открити са със следната сложност : 

а = 3

О(n       ) = O(n1.59)

a = 4

O(n2)

Динамично Програмиране
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Методът разделяй и владей понякога не води до добри резултати. Т(n) = aT(n/c) + bn, но ако а е функция на n, a не константа, може да се получи сложност n! . Когато се решава дадена задача я свеждаме до такава с по-малки размери, но трябва да помним резултатите от решенията, за да се приложат, ако се срещне още веднъж същата задача.

Пример : Умножение на  n матрици

М = М1 x М2 x ....x Mi x...x Mn
Мястото, откъдето започваме умножението няма знячение за резултата, но за броя умножения е важен.


М = М1 x M2 x M3 x M4
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входни условия

r0 = 10
  



I Вариант : М1 x ( M2 x ( M3 x M4 )))= M

r1 = 20   



M3,4  = M3 x M4 ( r2r3r4 = 50.1.100 = 5000

r2 = 50
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M2,3,4 = M3 x M3,4 ( r1r2r4 = 20.50.100 = 100000

[image: image217.wmf]S

да

не

B

     _

P

L

B

while






M = M1 x M2,3,4 
r0r1r4 =10.20.100 = 20000







( = 12500 умножения

II. Вариант


(М1 x ( M2 x M3 ) ) x M4
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M2 x M3 =     M2,3      (  r1r2r3 = 20.50.1 = 1000  

M1 x M2,3 = M1,2,3     (  r0r1r3 = 10.20.1  = 200
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III. Вариант
1) М1 x ( ( M2 x M3 ) x M4 )

2) M1 x ( M2 x ( M3 x M4 ))

3) (M1 x M2 ) x (M3 x M4)

4) ( ( M1 x M2) x M3 ) x M4 

5) ( M1 x ( M2 x M3 ) ) M4 

Задачата се свежда до разполагане на скоби в низ – получава се рекурентно уравнение в следния вид ако броят на скобите е x :
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X(1) = 1

X(n) = (i=1n-1 X(i).X(n-1)  
 

         X(n+1) = Cn2n / (n+1) ( 2n-2

За едно разполагане на скоба, в n-i частта се извъртат всички варианти. С метода на пълното изчерпване определянето на правилната подредба става най-бавно. При излседване на всички възможни начини за разполагане на скобите се стига до алгоритъм със сложност X(n+1) = Cmn/(n+1) ( 2n-2  и с много повтарящи се задачи, които се изчисляват всеки път. 

Нека има участък от реда на матриците, който ще умножаваме : 
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Мi x Mi+1 x Mi+2 ...x Mk x       Mk+1 x ... x Mj =       Mi,j
Нека mi,j е минималният брой умножения, който търсим. Разделяме задачата на две подзадачи и за всяка търсим оптималния начин на умножение.
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repeat

l = j – i
mi, j  = 0 

, i = 1, 2, ..., n

mi, i+1 


, i =1,2,...n-1

mi, i+2 


, i =1,2,...n-2 
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m1,2 = r0 .r1.r2 = 10.20.50 = 10000

m2,3= r1.r2.r3   = 20.50.1   = 1000

m3,4= r2.r3.r4   = 50.1.100 = 5000

Следователно m1,2 = 1200 при к =1;
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Следователно m2,4 = 3000 при к=3
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Следоварелно m1,4 = 2200  при к =3
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(М1x(M2xM3 )xM4   к показва къде са скобите

l = j – I 

l = n –1 

Imax = n – l 
I = j – l 

For i := to n do m [ i , j ] := 0   - попълва се горния ред на матрицата

For l := 1 to n-1 do 

    for j := 1 to n – l do

      begin 


j   := i+ l;


mi, j := min { mi,k + mk+1, j+ri-1.rk.rj }

      end;

Сложността на този алгоритъм е
 (l=1n-1 (n-l).l = (l=1n-1nl - (l=1n-1l2 = n(l=1n-1l – n(n-1)(2n-1)/6 = O(n3)

Приложение : 

1.при търсене на оптималното двоично дърво на претърсване. Ако се отчитат и вероятностите на поява на дадена дума.

2.Задача за най-къс път в граф за всяка двойка възли.

Метод на Евристичните (Прилизителни) Алгоритми

Евристичните алгоритми се използват, когато точният алгоритъм не решава задачата за приемливо време или памет. Те не гарантират оптимално решение на задачата и дори в някои случаи въобще не дават решение, но ако работят за 70%-80% от случаите е достатъчно добре. Обект на търсене са такива евристики (правила), режещи дървото на търсене, които смятаме, че няма да доведат до оптимален резултат. В изкуствения интелект повечето алгоритми са евристични. Пример е задачата за търговския пътник (с разновидности за пълен и непълен тегловен граф) – да се посети всеки възел еднократно, с мимимална сума на теглата на клоните на цикъла.
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начин  - Пълно изчерпване
Алгоритъмът има експоненциална сложност – (n-1)!/2 обхождания. Генерират се всички пермутации. Всеки от елементите се слага на първо място и за останалата част се обръшаме рекурсивно към процедурата, в която се извъртат пермутациите.

II. Eвристичен начин
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Тръгва се по най-малкото тегло, после пак по най-малкото тегло и т.н. Има значение от къде тръгваме, Резултатът не е оптимален , но е близък до оптималния. Алчен алгоритъм наричаме такъв, който тръгва или по минимъма или по максимума . Сложността при евристичните алгоритми се определя като се изследват n възела и за всеки възел се изследват по n-1 клона. Получава се  сложност О(n2).

При непълен граф се търсят всички Хамилтонови цикли, намират се техните тегла и се избира най-малкия – този алгоритъм също е с експоненциална сложност.
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Генетични Алгоритми

В основата на тези алгоритми е естественият подбор. В началото се генерират случайни решения (родители) – от тях се генерират още решения, новите се оценяват по определени критерии и се взимат по-добрите. Продължава се определен брой цикли, докато се намери приблизително решение.

1) генериране на n случайни пермутации. (примерно за задачата за търговския пътник) 
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От две вече генерирани пермутации се избира произволна точка и двете части се разменят.

2) Селекция – избират се пермутациите с най-малък път .

3) Условие за край – проверени са 10000 (40000 пермутации.

Паралелни Алгоритми

Характерно за паралелните алгоритми е, че в даден момент от време се изпълнява повече от една операция – това е един от подходите за повишаване на бързодействието. Другият подход е повишаването на бързодействието на елементната база. Мултипроцесорната система има един съществен недостатък – в началото може всички процесори да работят, но постепенно все по-малко и по-малко работят, а повече бездействат, което е неефективно използване.

Нека е даден израза Z = a/x +b/x + cY
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Класификация на мултипроцесорните системи

Класификацията на мултипроцесорните системи се извършва съобразно броя на потоци инструкции, които се изпълняват едновременно и броя на потоци от инструкции, които могат да се обработват едновременно.

S – single  
M – multiple
I – instruction

D – data
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Управляващото устройство генерира един поток от инструкции и се обработва един поток от данни.
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Управляващото устройство генерира 1 поток от инструкции, който се изпълнява за всички АЛУ-та.
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Множество инструкции се изпълняват върху един поток входни данни.
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Множество инструкции се изпълняват върху много потоци входни данни.

Пример : S = A[1] + A[2] + A[3] + A[4] + …+ A[n-1] + A[n]

Последователното изчисление на израза  е S := A[ i ] 







For i := 2 to n do S := S +A [ i ] 

 Паралелното изчисление се осъществява като всяка двойка събираеми се подава на отделен процесор. Основният проблем при паралелните алгоритми са циклите – въпросът за разпаралелването става още по-сложен ако стъпките в алгоритъма са зависими от отделните резултати.

Паралелен алгоритъм за минимално скелетно дърво

Минимално скелетно дърво наричаме дърво с минимално общо тегло на клоните, преминаващо през всички възли на графа.

В началото на всеки възел се съответства процесор (за малко възли – за голям граф няма възможност на всеки и се слага един на няколко възела)

 I Задача – определя с клонът с минимално тегло за съответния възел.
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Възможно е възел 1 да определи за минимален 1-2, възел 2 да определи съответно 2-3, а възел 3   1-3. Изход от това положение : ако има няколко клона с еднакво тегло, се взима този към възел с по-малък номер, за да се получи еднозначност.

С1 : Към всеки възел се присвоява процесор и всеки процесор определя клона с минимално тегло, излизащ от съответния възел. При няколко клона с еднакво тегло с взима този, водещ към възел с по-малък номер.

С2 : While k<n-1 do 


begin


...едновременен избор на клон с минимално тегло от всяко поддърво;


end;

подреждат се P<Q   R<S  
I. Случай    
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Ако Q<S , се взима Q; ако Q>S , се взима S 

II. Случай
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Ако P<R, се взема P

Aко R<P, се взема R
Пример : 

[image: image242.wmf]2

0

 = 1

   

®

1

2

1

 = 2

   

®

1

2

2

 = 4

   

®

0

2

3

 = 8

   

®

1

2

4

 = 16    

®

0

2

5

 = 32    

®

1

2

6

 = 64    

®

0

2

7

 = 128  

®

1

2

8

 = 256  

®

 0

С1 : от всеки възел се избира клонът с минимално тегло
(1-8 остава)

С2 : избира се към 2, защото е с по-малък номер


(8-2 остава)

С3 : 
(2-7)

С4 : 
(2-3)

С5 : 
(3-5)

С6 : 
(4-7)

Сложността на последователния алгоритъм е О(n2), а на паралелния О(nlogn)

Вероятностни Алгоритми

Основно свойство на алгоритмите е детерминираността – за всеки блок от даден алгоритъм при дадени входни данни всеки път се получават съответните изходни данни. Ако поне на едно място в алгоритъма има случаен избор, тогава алгоритъмът не е детерминиран и се нарича вероятностен.

I.  Числени вероятностни алгоритми
Генерира се едно случайно решение, след това се правят последователно итерации, като при всяка нова итерация има генериране на по-точни итерации от предишните.

II.  Алгоритми Монте Карло
Винаги дават отговор, но отговорът не винаги е правилен. Ако резултатът е “да”, то е категорично верен. Ако обаче даде “не” , имаме право да се усъмним, че не е съвсем така. Такива алгоритми често ни задоволяват с бързодействието си.

III. Алгоритми Лас Вегас
Ако дадат отговор, той винаги е верен, но има случаи, когато не могат да намерят решение.

IV. Алгоритми Шерууд
- Детерминираните алгоритми винаги дават отговори и отговорът винаги е правилен, но е възможно времето за най-тежкия случай да е много отдалечено от Тср и Тmin . При алгоритмите Шерууд тази разлика се намалява.

Примери : 

Числен Вероятностен Алгоритъм
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Разглеждаме мишена, в която стреляме и броим колко пъти попадаме в кръга и колко извън него. Броят на попаденията е пропорционален на площта и следователно ако к са попаденията в кръга, а n са общия брой изстрели, то к/n ( (r2/4r2 = (/4, т.е. изчисляваме (/4.
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Вземаме r = 1;

 Друг пример е изчисляването на определен интеграл
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Пример за алгоритъм Лас Вегас – задачата за осемте царици.[image: image246.wmf]Да се разположат осем царици по шахматната дъска, така че да не се бият една друга.

1) решение с връщане – когато се достигнали определена позиция, знаем кои не са бити, можем да отидем на определен ред и ако достигнем ситуация, при която всички са бити и няма къде да сложим следващата царица, се връщаме и слагаме на друго поле.

2) знаейки кои полета не са бити, с генератор на случайни числа избираме един, после пак вземаме един и в даден случай може да спре, без да е намерил решение- тогава процедурата се повтаря отначало.

Алгоритми Монте Карло. Генератори на случайни числа

Алгоритмите Монте Карло винаги дават резултат, но  за някои входни данни дават грешен отговор.
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Алгоритъм за независимо множество клони на графи (клони нямащи общи възли помежду си и обхващащи всички възли).
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Първият въпрос, който си задаваме е дали има такова множество, а вторият – кое е това множество.

Елементът Т [ i,j ] ще е 0 ако няма клон и X  ако има клон, като в симетричната клетка се записва –X. Буквите за различните клетки са различни Т [ i+1,j ] = y 

Ако каквито и стойности да зададем, детерминантата е равна на 0, то няма такова решение. Ако поне за един случай детерминантата на Т е различна от 0, то има такова решение.
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Det (T) = xyz – xyz = 0
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Det (T) = x2y2 +z2w2 – 2xyzw

Aко зададем x = y = z = w = 0 се получава 0

за x = y = z = w =1 пак е 0

Ако x = y = 1  и   z = w = 1, се получава, че Det (T) = 1, което означава, че има такова множество от независими клони

Ако използваме булева променлива, за да следим дали е намерена детерминанта различна от 0,то когато f = true, алгоритъмът е абсолютно коректен. Ако обаче 

f = false, колкото k е по-голямо, толкова коректността е по-голяма, защото ще се проверят повече стойности, преди да се даде отговор, че няма такова множество (т.е. расте вероятността да получим детерминанта различна от 0)
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Генератори на случайни числа

В истинския смисъл на думата генератор на случайни числа практически не се реализира -  в даден момент от време стойностите, които се получават са равномерно разпределени. Говорим за псевдослучайни генератори на случайни числа.

I.
Ако се иска да се генерира 0 или 1, се прави обръщение към системния часовник. Последната му цифра е или 0 или 1. Този начин не е много подходящ, защото при равномерни обръщания (например при цикъл) ще се генерира пак 0 или пак 1, защото ще е минало еднакво системно време.

През 53-та година Лех Мер дава идея за генериране на последователност от случайни числа

Xi + 1 = XiA mod M
X0 – seed (зародиш)

Ако X0 = 0, ще получаваме само 0, следователно X0 трябва да е различно от 0, за генериране. А и М трябва също да са подходящо подбрани, за да се генерира с определен период. М трябва да е просто число. Ако 1( X0 ( M , генерирането е случайно. Ако М е просто, Xi са винаги различни от 0. 

За М=11; А=7; X0 = 1 се получава следната последователност :
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Периодът обикновено е М-1.

Ако А = 5, то периодът е 5 – получава се по-малък период, следователно А е неудачно избрано. Нуждаем се от много по-големи периоди, което означава, че ако използваме 31 двоични разреда, М се взема 231-1 = 2147483648, при А = 48271

По време на тестване на програма X0 = 0, за да се тества с едни и същи данни. След коригиране на грешката, може да се вземе за X0 показанието на системния часовник – например младшите му разреди.
Генериране на реални числа в диапазона ( 0 –1 )

В произволен диапазон се генерира с линейно преобразуване. Xi се дели на М, следователно ще се намираме в интервала 0-1. При извършване на умножението Xi.A може да се получи препълване ( излизане от 32 битовата решетка), т.е. трябва да се изпползва модифициращата формула :

Xi+1 = A(Xi mod Q) – R(XidivQ) + M((Xi)

((Xi)   -  ако Xi ( 0 , следва ((Xi) = 0


 ако Xi < 0 , следва ((Xi) = 1,

ако разделим М/А(Q,R, 
където Q- частно, а R – остатък, Q = 44488, R= 3399 (за предишните М и А)

Теория на Алгоритмите

Тук се включват някои теоретични модели на понятието алгоритъм, чиято задача е да се докаже за конкретна задача дали има лагоритъм за решаването и или не. Ако няма алгоритъм, задачата се нарича алгоритмично нерешима, иначе- алгоритмично решима. Един от начините за доказателство е да се построи самият алгоритъм. Друга задача е да се даде формален математически модел на понятието алгоритъм, удобен за теоретични изследвания – с малко и максимално прости конструкции. Тук влизат Машините на Тюринг, Системата на Мост, Блоковите схеми, Нормалните алгоритми на Марков, Рекурсивните функции …

През 1936 г. Тюринг изобретява т.нар. Машина на Тюринг. Тя изпреварва първите реални изчислителни машини и е чисто теоретичен модел. Състои се от безкрайна лента, на която се записва информацията, която се обработва (т.нар. външна азбука) – съществуват варианти с безкрайна в едната посока и с безкрайна в двете посоки лента. Лентата се състои от клетки, във всяка от които има по един символ. Една от тези клетки се нарича наблюдавана(НК) и към нея има свързана глава, която може да чете и записва на наблюдаваното място.
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този интервал се нарича

машинна нула


ЛБ – логически блок

q    - блок на състоянията

p    - друг изход

ЛБ има два входа : прочетения символ X и  началното състояние q0. В резултат ЛБ изработва 3 изхода : 
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X I – изтрива се старото и се записва новото състояние на клетката


 q I -  получава се новото състояние q I 


 p -  показва на къде ще се премести четящата глава при следващия такт на изпълнение (Н – неподвижна; Л – наляво; Д – надясно). Този модел реално се диктува от функционалната таблица. Записаните върху лентата символи се наричат входна дума, Тя може да се чете, променя като се изработи новото състояние и се намери мястото в таблицата, което съответства на промяната.

I.
 Случай. След определено време машината може да спре и да даде резултат

II.
 Случай. – Изпълнява се безкрайно дълго – машината на Тюринг не е приложима за тази входна дума.

Стоп състояние и при него главата спира да се движи (xq ( xНq)  

Функционалната таблица може да се запише и в съкратен вид – ако х = х I ,тогава хI може да се пропусне. Кпгато се получи стоп състояние, на втора позиция се записва ! (x!q) 

Въз основа на повече от една таблица , може да се състави една, еквивалентна на действието на другите.

1) Последователна Композиция 
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изходната дума на първата машина се подава на втората
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Строго може да се докаже, че построяването на машина еквивалентна на горните две е възможно.

2) Паралелна композиция  
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лявата част на думата се обработва от Т1, а дясната от Т2. Резултатът от Т1 се записва в лявата част, а резултатът от Т2 – в дясната.. Отново може да се построи една машина с таблица еквивалентна на горните.

3) Реализиращи разклонение – общо 3 функционални таблици
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Ф – машина разпознавател – дели думите на два типа и разпределя думите към Т1 или Т2.

Отново трите машини могат да се разменят с една построена на тяхната база.

4) Композиция, съответстваща на цикъл While 
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Отново има еквивалентна.

Универсална Машина на Тюринг

Дотук разгледаните машини са специализирани – реализират 1 таблица и изпълняват един алгоритъм. Нужна ни е машина, способна да изпълнява всяка функционална таблица. Първият проблем е, че тя трябва да работи с произволна външна азбука, а вторият е, че функционалната таблицае двумерна, а лентата е едномерна и разполагането на таблицата върху нея е проблем, а третият -  да се състави алгоритъм, имитиращ действието на всяка машина на Тюринг – алгоритъм на подражание.

С1. Наблюдавайте клетката, под която има записан символ.

С2. Във функционалната таблица намерете стълба, съответстващ на символа под наблюдаваната клетка.

С3. В този стълб намерете реда, съответстващ на символа, съответстващ на наблюдаваната клетка.

С4. Прочетете тройката символи в пресечната клетка на намерения стълб и ред.

С5. Ако вторият символ е !, символът в наблюдаваната клетка се заменя с първия символ от тройката, спрете изпълнението.

С6.  Ако вторият символ е Л, третият символ се записва в подклетката отляво на наблюдаваната клетка

С7. Ако вторият символ е Д, тогава третият символ се записва в подклетката отдясно на наблюдаваната клетка.

С8. Връщане към първата стъпка.
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Описаният алгоритъм е основа за таблицата на машината на Тюринг. Въпросът с произволната външна азбука се решава с кодиране – всеки външен символ се кодира, така че в края има единици, а помежду им четен брой нули, а вътршните състояния – пак с две единици в края, но с нечетен брой нули помежду им. Въпросът с двумерността се решава по следния начин :  X1qX11p11q11 . Функционалната таблица е двумерна, следователно я разгъваме по редове

От тази таблица може да съставим съкратена таблица:[image: image263.wmf]0,
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q5 се замества с ! – край.Повтарящите символи се пропускат.
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Рекурсивни функциии


Аргументите и стойностите на функциите са цели положителни числа: y=f(x1, …, xn). Възниква въпросът как да получим нови функции като знаем някои.

Основни(базови) функции са :

1. Тъждествено равна на нула

2. Равна на единица от аргумента си f(x1, …, xn) = xi
3. f(x1, x2,…, xn) = xi + 1
Начини за композиция :
1) Суперпозиция

y = ((x1, x2, …, xn)
y = F(x1, x2, …, xm) = ((f1, f2, fm)
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y = x + 1
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y = x + 1


fn(x1, x2, …, xm)
y = x + 1

Получените така функции не покриват цялото множество от рекурсивни функции.

2) Примитвна рекурсия

Функцията, която искаме да получим е y = f(x1, x2, …, xn, xn+1).Функциите, от които ще я получим са g(x1, x2, …, xn) и h(x1, x2, …, xn, xn+1, xn+2).

f = (x1, x2, …, xn, 0) = g(x1, x2, …, xn)

f = (x1, x2, …, xn, m+1) = h(x1, x2, …, xn, m, f(x1, x2, …, xn, m))

Отново получените функции не покриват цялото множество от рекурсивни функции.

3) Най – малък корен

((x1, x2, …, xn, y) = 0
Решаваме тази функция спрямо y и взимаме най – малкия корен.Имаме пълно определени функциии(определени за всеки набор) и частично определени функции(не се определени за всеки набор).

Изчислима функция е всяка функция, за която може да се построи машина на Тюринг, т.е. всяка за която може да се построи алгоритъм, който да я получава.

Тезис на Чърч – всяка изчислима функция е частично рекурсивна.

Основната хипотеза на теорията на алгоритмите се гради на твърдението, че всеки алгоритъм може да се реализира с Машина на Тюринг.Алгоритъмът е интуитивно понятие, то не може да се докаже, а само да се обоснове :

1. От всички известни алгоритми, няма такъв, който да противоречи

2. [image: image269.wmf]   X = 0.11011
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Съществуват теореми за еквивалентност на различните алгоритмични функци

· рекурсивни функции

· Машина на Тюринг

Чрез Машина на Тюринг може да се реализира рекурсивна функция и обратно. Нормалните алгоритми на Марк и системите на Пост също са еквивалентни на Машината на Тюринг.

3. Теореми за затвореност

Като правим композиция в дадена система не можем да излезем от нея.Новите модели са пак в тази система.Чрез тази хипотеза можем да докажем, че няма алгоритъм, т.е. че съществуват алгоритмично нерешими задачи.

Примери за алгоритмично нерешими задачи :

Пример 1: С не големи изменения могат да се превърнат тези задачи в алгоритмично решими.Това е най – добрият случай.Ако не могат да станат алгоритмично решими с модификации – разглеждаме частни случаи.
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Асоциативни изчисления, са тези които се определят от набора символи.От тях се получават думи.

Ако субектът е ориентиран можем да правим заместване само в едната посока.

g1 ( g2 ( g3 … ( gn – двойка думи се наричат еквивалентни думи, а веригата – дедуктивна верига.


Дадени са gi и gj – да се докаже, че са еквивалентни.За първи път задачата е поставена от Tye.Тя е решима за частни случаи.

Пример 2: Задача за доказуемост в математическата логика


условие ( следствие

Условието можем да го запишем като дума, следствието също.Следователно задачата се свежда към предишната.

Пример 3: Задача за решаване на Диофановите уравнения.Имаме уравниние с цели коефициенти и се търсят се корени, които също са цели числа.Поставена е от математика Хилбер.Има частни случаи, за които е нерешима.

Пример 4: Задача за уравнение с думи :


xyz = uxv, където x, y, z, u, v са думи, състоящи се от азбучни символи.

Въпросът е може ли да се построи алгоритъм, който да реши тази задача?
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Пример 5: Задача за приложимост(в частност за самоприложимост) за Машината на Тюринг.

Съпоставяме друга Машина на Тюринг, която да провери дали за дадени  входни данни Машината на Тюринг е приложима, т.е. дали ще спре.

Самоприложимост – съществува ли такъв алгоритъм?


Съществува алгоритъм А, който познава дали Машината на Тюринг е самоприложима(за самоприложимост връща отговор (, а за несамоприложимост – (). Построява се алгоритъм B – за самоприложимост.Отново за самоприложимост връща отговор ( и машината не спира.За несамоприложимост връща отговор (.Ако B е самоприложим, то – в собствената си таблица ще спре, но ни сме приели обратното, т.е. получава се противоречие.Ако B е несамоприложим срещаме отново противоречие. Следователно B не съществува.А също не съществува, защото В произлиза от А. Самоприложимостта е частен случай.Разбиваме таблицата по редове и я записваме в лентата.Прилагаме същата таблица върху собствения си шифър(новата лента).Ако приложим върху нея Машината на Тюринг, тя спира.Следователно тя е приложима.

Задачи от клас NP

Класификацията на задачата според сложността има

1ви клас

с линейна сложност – има максимален и минимален елемент.

с нелинейна полиномиална сложност – има минимално скелетно дърво

с NP
с експоненциална сложност – генерираме всички пермутации с n

алгоритмично нерешими задачи

Задача за планарност – определя дали граф може да се разположи в равнината без да се пресичат клони.

Клас NP (Nondeterministic Polynom) – всички алгоритъм от този клас са с експоненциална сложност.Това са задачи, за които за полиномно време може да проверим дали задачата е решена вярно.

Задача за Хамилтонов цикъл

NPC – клас задачи, взаимно свързани – ако първата се реши то може да се реши и следващата.
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Задача1 ( Задача2
Ако една от тях има полиномиален или експоненциален алгоритъм, то за всички останали задачи важи същото.

NP пълни задачи(NPC) – задачата за подграфа, за полиморфното сечение, дали даден логически израз има набор, за който функцията е истина.

NPI задачи – имат междинна сложност и самостоятелно значение.Такава е задачата за изоморфизмите.Ако е доказано, че та са експоненциални, то не следва че NP са експоненциални.

Верификация на алгоритми

(проверка коректността на алгоритъм)

- експериментален (при дадени входни данни се проверява дали се получават съответните резултати) – този начин не проверява всички участъци от алгоритъма, следователно грешката може да остане там.

- аналитичен – цялата програма или определен неин блок се третират така : на изхода има условия
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 x,y,z – входни променливи, 

u,v,w -  изходни променливи

Ако се преобразува входното условие по инструкциите и се получи изходното или пък обратно – от изходното се получи входното, то алгоритъмът е коректен.

Пример : 
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Условието q се получава като логично обединение между P1, P2 , ..., Pn
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Може да има застъпване (P2 да е -2(X(10), но това не променя обединението.

Ако има разклонение:
Общият случай е:

Ако има присвояване:
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Ефект на присвояване – в условието P намираме израза. Ако го няма, преобразуваме израза, за да се появи. Ако го има в P, заменяме го с U.( акo искаме от Q  да намери P, заменяме U с израза колкото пъти се среща.
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Друг Пример :

Въпросът е от входните условия и операторите как ще получим   Q1 ( Q4.
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По-голям проблем е цикълът – той е най-големият проблем за доказване на коректността. 

Ако изобразим цикъла като последователност от оператори – инвариантен цикъл.

Условието P ще наречем инварианта, ако P ( Qn или ако P следва от Qm. Aко знаем инвариантата, коректността лесно се доказва, но за съжаление инвариантата не може да се определи аналитично – ако можеше, доказването става автоматично.

[image: image284.wmf]0 0 0

0 1 1

1 0 1

1 1 0


Пример : Разглеждаме цикъл while

Може да имаме следните условия : 
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За Repeat:
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Друг Пример : Искаме да направим еднакви алгоритми за умножение чрез събиране
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Инвариантата е условие, което в дадената точка винаги е вярно. – Z го увеличаваме и намаляваме, но винаги в тази точка Z + uY = XY. Хитростта е да се измисли точно тази инварианта. Няма правило, по което такава инварианта да се измисли – трябва да се налучка (както в планиметрията допълнителното построение – не знаем кое да направим, за да решим задачата) – това е творчеството.

Искаме да докажем, че Z + uY = X.Y. използваме ефекта на присвояване. На изхода се получава вярно условие, което сочи, че алгоритъмът е верен.

Друг пример :  Алгоритъм за сумиране на елементите на масив.
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В началната точка i ще е i ( n, a S в този случай ще е една от сумите на елементите от преди iтия елемент.
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Алгоритми за Аритметични Операции

Бройни Системи

Бройната система е съвкупност от знаци и начини за записване на числата. Има позиционни и непозиционни бройни системи. При непозиционните бройни системи теглото на цифрата е едно и също независимо от мястото, на което се записва.

Пример : 

При римската бройна система теглото на X и на трите места в XXX е едно и също. При десетичната бройна система в числото 333 първата тройка има тегло 300, втората 30, и третата – 3.


Друга непозиционна бройна система е Системата на остатъчните класове – при нея като база са зададени n прости числа.
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Положителните страни на тази система са, че операциите  +,-,* се извършват без пренос, който иначе е голям проблем – ускоряване на преноса в аритметичните устройства. Ако няма пренос, смятането се ускорява.Недостатък е обаче сложното делене и сравнение. Освен това и диапазонът на представяните числа не е голям.

Xmax = p.p1.p2.p3...pn  - 1

Непозиционноте бройни системи не намират приложение в практиката.

Пример : 

(2,3,5)



11:2 = 5  (Z=1)

X=11



11:3 = 3  (Z=2)

(1,2,1)



11:5 = 2  (Z=1)

max = 2.3.5 –1 = 29 e максималното число, което може да се представи с основа(2,3,5) в тази бройна система.

Позиционни бройни системи

Основа – брой цифри (символи, които използваме). Ако местим цифра наляво, теглото и се увеличава S пъти. Ако я местим надясно, теглото й намалява  S пъти.

Записване на число в позиционна бройна система с основа S:
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Първият въпрос, който можем да си зададем е кое е максималното число, което може да се запише . 

За цяло число X = (n-1Sn-1 + ... (1S1 + (0


( Xmax = (S-1)(Sn-1+...S2 + S + 1) = (S-1)(Sn-1)/(S-1) = Sn –1

( с n разряда може да се запише най-много Sn –1 разредно число.

S = 10, n = 3 (999

S = 2,   n = 3 (7   (111(2))

За дробно число  Xmax = (S-1)(S-1 + S-2 + ...S-n) = 1-S -n


XminI = 0 ако включим нулата 



XminII = S –n  ако се изключи нулата.

Ако имаме 0,000...001, то теглото на единицата е S –n 

Ако знаем числото и искаме да проверим с колко разреда ще се представи :

Най-малкото число с n разреда е Sn –1, a Sn –1 e е най-голямото. 

Следователно Sn-1 ( X( Sn –1 и ще използваме едно от двете неравенства.

Sn-1 (  X

n-1(logsX
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Aко използваме другото неравенство, че получим еквивалентна формула.

X ( Sn –1 

X+1( Sn 

logs(X+1) ( n ( n = logs(X+1)

1) Унарен код (един символ) – най-често е вертикална черта





1 = I 

5 = IIIII 
10 = IIIII IIIII  
Унарният код намира приложение в някои най-прости АЦП и ЦАП, където числото се представя като с брой импулси. – твърде бавно, но много просто като схемна реализация.

2) S=2 -  двоична бройна система  (0,1) – изключително голямо приложение – ако се прави теоретично изследване за минималния брой тригери, с които може да се реализира произволна схема, се получава, че най-ефективна е бройна система с основа e (Неперовото число). Необходимата апаратура пряко зависи от разредите и основата (А= f(n.S) ) До е най-близко е 3, след нея 2, но 2 е много по-просто за реализация – две устойчиви състояния, може да се приложи и импулсна логика.
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Или магнитно – в едната посока-1, а в другата-0 или намагнитизиран – 1, ненамагнитизиран – 0.

Или със синусоида

Тригерът има две устойчиви състояния 1 или 0 
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Преобразуването на числа между тези бройни системи става изключително лесно – поразрядно се заменят символите.


Двоичната бройна система се използва както за съхраняване на информация, така и за извършване на операции. Осмичната и шестнадесетичната служат за  пазене на адресите на клетките и много рядко за извършване на операции.


S=10 – най-естествена за човека.

Двоично десетичният код (ДДК) също намира приложение. Всяка цифра от десетичното число се заменя с неговия еквивалент – с четворка символи.

ДДК-Binary Code Decimal
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ДДК се използва, за да не се извършва преобразуване в двоична бройна система, да се извършват действията и отново да се преобразува в десетична, в някои калкулатори е реализирана логика, работеща с ДДК.
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Преобразуване от система с основа р в система с основа q. (p    q)

Ще разположим отделно преобразуването на цели и дробни числа.


Нека разгледаме цели числа.

Х=(n (n +(n-1 (n-1 + …+ (2 (2 +(1 (1 +(0   
Знаем  числото в първото и искаме представянето му във 2-то

Х=(m qm  +(m-1 qm-1 + …+(1 q+(0 
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, (дели се  докато цялата част стане нула)

Има 2 случая:
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І сл.
Остатъците могат да са  по-малки от q. Тук има нужда от таблица на представянето на числата от едната в другата.
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Дробни числа:
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Процесът продължава до получаване на определен брой разреди от числото, т.е. до получаване на определена точност, защото за дробната част може никога да не се получи нула.
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І начин : за целите /2, за дробните *2
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ІІ начин – чрез изваждане степените на 2
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Вади се от числото най-високата възможна степен и за нея както и за останалите надолу се пише срещу и 1 ако може да се извади, 0 ако не може.

За дробни числа трябва да се знаят отрицателните степени – отново се вадят.

2-1 = 0.5

2-2 = 0.125

...

III начин. Чрез развиване на числото по степените на 10 - трябва да знаем двоичните еквиваленти на 10n-та степен, които се умножават и се събират.

325=3.102 +2.10 +5

101 =101

102 =…

103 =…

Недостатък – налага се да помним таблица със степените на 10

IV начин. Приложение на правилото на Хорнер.

310=(3.10+2)10+5 – няма нужда да се помни цяла таблица, а само[image: image317.wmf]                     
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Този начин най-често се използва в стандартните програми.

2(10 

І начин – по степените на 2
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3.1101 = 1.23 +1.22 +0.21 +1=((1.2+1)2+0)2+1

8(2  16(2

2(8    2(16

Ако S=2i   основата е степен на 2 и преобразуването става много лесно. Ще разгледаме за осмична бройна система, а за 16-тична е подобно.

Число се записва в осмична система така:

Х=(n 8n +…+(2 82 +(1 81 + (0 

 Двоичният запис е:

X=(m 2m +(m-1 2m-1 +…+(5 25 +(4 24 +(3 23 +(2 22 +(1 21 +(0    
 Изнасят се степените на 2 извън скобите.

X=…+((822 +(7 2+(6 )82 +((5 22 +(4 2+(3 )8+(2 22  +(12+(0              

(0 =(2 22 +(1 2+(0 

(1=(5 22 +(4 2+(3 

 (2 =(8 22 +(2 2+(6 

 ….

(I =(3I+1 22 +(3I+1 +(3i     
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Излиза, че всяка осмична цифра трябва да заменим с 3 двойки.
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При 2(8 се започва от точката наляво и надясно и двоичното число се разделя на тройки. На всяка тройка се записва еквивалента.
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При 16(2 се прави с четворки

При 2(16 се разделя на тетради от точката наляво и надясно, като се допуска да се добавят нули ако не стигат за последната четворка.

В двоичен вид:

518(10)(0.581 –няма лесен начин за преминаване

1000

10(16 се дели на 16

16(10 – най-лесно по степените на 16

8(10 – по степените на 8

0(  8 -  с делене на 8

Представяне на числата с фиксирана и плаваща запетая
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Приложение намират два случая

1) m = 0 – само цяла част

2) n = 0 – само дробна част
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Оценката се прави от гледна точка на диапазона, който може да се представи и грешката, която се прави. При целите числа грешка не трябва да се допуска, следователно в n разреда можем да съберем еднозначно 2 n-1 числа. При дробните това не е така : Xmax = 1 – 2 n ;  Xmin = 0 или Xmin = 2 -n = 0.00..001, единицата се намира в n-тия разред и има тегло 2 –n . При дробните числа може да се допуска грешка с максимална стойност 
(Xmax = 2 –n , следователно грешката при дробните числа има теглото на този разред, грешката е в диапазона 0(2n . Ако работим със закръгляване, грешката може да е двойна и да е попложителна или отрицателна. Закръгляването става като в последния разред се добави S/2, където S e основата на бройната с - ма.
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Закръгляването изисква в суматора да има още един допълнителен разред. Диапазонът на представяне на числа с фиксирана запетая е по-малък, но аритметичното устройство е по-просто.

Машинна нула
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Ако се дели на много малко число, което не може да бъде представено, действието се третира като деление на нула и дава грешка.

Представяне с плаваща запетая
X = ( MX2(Px , където Px e порядък, а М – мантиса на числото
X = ( MXS(Px    в общия случай
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нормализирани числа с плаваща запетая – старшият разред на мантисата при тях е винаги 1. При ненормализираните това не се изисква.

Ако разредната ни решетка е с 4 разреда Представянето на 1101 ще е следното:

1101 = 0.1101.2100 (ненормализирано : 0.01101.2101 – последната единица от мантисата излиза от четириразредната решетка, което води до грешка от ограничеността и. Нормализираното представяне е : 0.1101.2100 – грешката е минимална. Прието е мантисата да е дробно число, т.е. точката се намира преди мантисата.

Xmax = (1- 2n).2(2m- 1) ( 2(2m- 1)
263 – максималното число. Ако увеличим порядъка с 1 , става 2127 , следователно промяната на порядъка ни дава по-голям диапазон от стойности.
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Грешката без закръгляване е само с положителен знак.

Изместен порядък
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Следващият символ

няма значение

PM = 64 + P , където PM e машинния порядък, а P  - истинския порядък.
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при 32 разредна дума 1 разред се отделя за знака, 24 за мантисата, 1 за знака на порядъка и 6 за порядъка. Със седем разреда можем да запишем числата 0(127, но искаме да има не само положителни, но и отрицателни порядъци. Следвателно порясдъците са  -64 ( -1 , 0 , 1 ( 63. Максималната стойност на положителния порядък е с 1 по-малка, защото се включва и единицата. Изместеният порядък е свързан с начина, по който се представя нулата. X = 0.00...0.2Px – нулата има твърде много представяния (кодове), затова е прието 0 да се представя.

Прав, обратен и допълнителен код

Обратният и допълнителният код се правят с цел изваждането да се представи като събиране, за да може да се извършват и двете операции с едно и също устройство. В паметта числата най-често се съхраняват в прав код – умножението може да се реализира и в прав код.
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Обратен Код
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В десетичната бройна система за да намерим допълнителния код пак трябва да извадим, следователно представянето в обратен код при S=10 няма особен смисъл, но това не е така при двоична бройна система.
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  0 ( 7 – положителни числа

-1 ( -8 – отрицателни числа

-1 ( X < 1

-2n ( X <2n-1
1 случай 
0 ( X < 1
0 ( Y < 1
0 ( X + Y <1

Xдоп + Yдоп=(X + Y)доп
X + Y = (X + Y)доп
2 случай Едното е отрицателно, но сумата е положителна
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При различни знаци препълване не може да се получи

Xдоп + Yдоп = X + 2 + Y ( 2
[image: image345.wmf]72
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Но в разрядната решетка, която разглежда числа по – големи или равни на две не могат да се представят и най голямото число, което можем да представим е 1,111…Следователно ще се получи пренос от сумата към несъществуващ разряд.Този пренос ще го пренебрегнем.
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Пример:
Ако се получи пренос от знаковия разряд го пренебрегваме.
3 случай

0 ( X < 1
           -1 ( Y ( 0

           -1 ( X + Y = 0

Xдоп + Yдоп = X + 2 + Y < 2
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4 случай
-1 ( X ( 0

-1 ( Y ( 0
-1 ( X + Y ( 0

Xдоп + Yдоп = 2 + X + 2 + Y > 2 ( ще има пренос от знаковия разряд, който ще пренебрегнем
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Пример:
5 случай
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Пример:
II критерий – когато има пренос към или само от знаковия разряд, тогава се получава препълване

III критерий – ползва се модифициран допълнителен код – има два знакови разряда (00 – за положително число и 11 – за отрицателно)
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При събиране на две положителни числа
Ако знаковите разряди са различни има препълване :
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Обратен код

2 – 2-n + X = 1 + 1 –2-n -|X|

[image: image355.wmf]
[image: image356.wmf]Обратният код на положителната и отрицателната нула са различни.По този начин се губи една кодова дума.Следователно –1 < X < +1.Губи се равното и –1 не може да се представи в обратен код.

X обр + Yобр = (X + Y)обр
1) случай – при положителни числа – както при допълнителния код
2) случай

[image: image357.wmf]бримка

[image: image358.wmf]паралелни


Модифициран обратен код – има 2 знакови разряда.


Събиране на числа с плаваща запетая :



X + Y = MX2Px + MY2Py
Ако PX ( PY ( (MX + MY2Py-Px)2Px
Свежда се до по – големия разряд, за да не се получи грешка от изгубване на младшите разреди.Числото с по – малък порядък се мести надясно на разликата от порядъците.


С2. Числата се събират в някой от кодовете


С3. Извършва се нормализация в зависимост от това дали мантисата е с препълване или не.

Пример:
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     Z = XY
Знакът на Z = знакът на X + знакът на Y
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1а, 1б – младши разряд

2а, 2б – старши разряд

Вариантите а) и б) се отличават само от това дали частичното произведение е неподвижно.Във вариант б) множимото е неподвижно.


Вариант в) – както в десетична система
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Пример:
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Суматорът работи с два аргумента.
Критерий : каква памет изисква и какво е бързодействието.
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Бързодействието е :

T = nTсъб, защото събирането е най – дългата операция – ако се получи пренос може да се мине през всички разреди.Този начин е бързодействащ, но изисква много памет – 5n.

При местенето надясно младшите разреди се освобождават и можем да местим младшите на z. Следователно икономисваме памет, но губим време.

При умножение на две n –  разредни числа с плаваща запетая младшите разреди могат да се отрежат, но задължително трябва да се направи закръгляване – към n + 1 разред се добавя единица.
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1А) Започва се с младшите разряди – мести се множимото
[image: image369.wmf]G

2

1Б) Пак се започва се с младшите разряди, множимото е неподвижно, мести се 4П
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1


Общото време е T = n(Tсъб + Tпреместване)
Следователно алгоритъм 1А) е по – бърз по отношение на необходимата памет

x – n разряда, защото не се мести

y – n разряда
z – 2n разряда
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3

2А) започва със старшия разряд, с неподвижни 4П
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T = nTсъб, защото не чакаме събирането, а можем едновременно да извършим преместването.
2Б)Започва със стария разряд, но множеството е неподвижно
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T = n(Tсъб + Тпреместване)
[image: image376.wmf]         1          2        3         4         5         6        7         8         9       10       11       12

      15

1

75

34

18

62

34

25

9

3

27

89

151

19



       x - n

паметта е: z – 2n      4П

       y - n

Вариантите 1А) и 1Б) са сходни по консумация на памет и бързодействие, но от гледна точка на закръгляването и съвместимост на деленето 2А) и 2Б) са по удачни.Ако умножаваме цели числа са необходими 2n разряда.Ако обаче числата са n разрядни реални, младшите n разряди се губят. Следователно се получава грешка и е необходимо закръгляване.
Алгоритми за делене

[image: image377.wmf] 

Пирамида след

 

3

 

първите три

     

89

      

      l

=0

 

стъпки

        34

    

75

 – 

62

      l=1

Þ

        

27

    18

         

62

 – 

3

    34

      l=2

      l=3

25

       19     9    

3

    - 

изключваме го

    

89

I. Ако даден процесор няма деление като операция, а само събиране и изваждане, ползваме формулата :
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По метода на Нютон намираме следващото приближение
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Въпрос е как да намерим такова приближение, че с минимум операции да намерим резултата
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Можем да решим да направим константно приближение – с еднакви по големина грешки в двете посоки.

Можем да прекарамеправа – при нея вече сме много по – близо – можем дори с една итерация да намерим решението.

Алгаритъм за делене без възстановяване на остатъка

Разглеждаме случай с дробни числа (0 ( 1 по абсолютни стойности).X трябва да е по – малко от Y.Тази проверка се нарича начало на деленето.След това делителят се води от остатъка(в началото остатъкът е z.Ако се получи отрицателно число пишем нула, ако се получи положително – единица.

Пример: X = 0.100111


   Y = 0.110100

Заместваме в модифициран код
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Оптимизация при R < 0

2(R + Y) – Y = 2R + Y – при отрицателен остатък местим го наляво и събираме едното, така се избягва възстановяване. При положителен остатък местим наляво и водим.
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Пример:

[image: image388.wmf]x

2

0

x

1

x

3


X = 0.100101

Y = 0.110011
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Делене на цели числа

Z и X се разглеждат като едно цяло и се местят едновременно.
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Алгоритми за ускорено умножение

1. Таблично умножение – за малйк брой разряди
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Ако n = 2
2. Постоянно Запомнящо Устройство(ROM) – запомня се цялата таблица.Този начин няма смисъл за големи стойности на n

II идея – с разделяне на числата на две равни части

III идея – да се извърши умножение на два разряда, а не на един


00 ( преместване, преместване

01 ( събиране, пренос, пренос


10 ( преместване, събиране, преместване


11 ( събиране, преместване, събиране, преместване

IV идея  - Алгоритъм на Бут

· да се извърши умножение в допълнителния код, ако числата са получени в такъв.

· икономисва се преобразуването в прав код
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времената на всички оператори се сумират, но сумарната сложност се определя от оператора с max сложност





Сложността се определя от времето за проверка плюс по-голямото от двете времена на ОП1 и ОП2 
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лексикографически ред
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тривиален автоморфизъм (идентитет) -  има го при всеки граф
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това се реализира лесно с цикъл, който се спира , когато |Qi – Qi –1| ( (


или 


|( Qi – Qi –1)/Qi| < (





Има ход отдолу-нагоре към големи стойности на i





Qn    = g(n).Q(n –1)


Qn –1 = g(n -1). Q(n –2)


...


Q2    = g(2). Q1


Q1    = g(1). Q0
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( y = 1 – получава се нова функция





( y = x + 2





И двете са определени точно ( Машината на Тюринг е еднозначна на рекурсивната функция
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– при нормализирани.
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Xmin = 0





- за ненормализирани.
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I критерий за препълване :


сумата има противоположен знак спрямо събираемите
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