МОДЕЛИ, МЕТОДИ И АЛГОРИТМИ НА НЕЛИНЕЙНОТО ПРОГРАМИРАНЕ

За разлика от симплекс-метода на ЛП, не съществува универсален метод или алгоритъм, който може да решава ефективно всякакви специфични задачи на НЛП. Съществуват обаче ефективни алгоритми за важни специални класове нелинейни задачи, които са създадени на базата на определени предположения за вида и свойствата на целевата функция и ограниченията. По-нататък се представят някои важни класове нелинейни задачи и избрани работоспособни методи и алгоритми за безусловна и условна оптимизация.

10.1. МЕТОДИ ЗА БЕЗУСЛОВНА ОПТИМИЗАЦИЯ

Разглеждат се представители на две основни групи: методи на пряко търсене и градиентни методи. Алгоритмите от двете групи се използуват самостоятелно или като елементи на по-сложни процедури за условна оптимизация.

10.1.1. МЕТОД НА ПРЯКОТО ЕДНОМЕРНО ТЪРСЕНЕ

Методите на пряко търсене са разработени основно за функции от една променлива. Те се използуват и като елементи на алгоритми за функции от няколко променливи. Предполага се, че оптимизираната функция е строго унимодална върху интервала на търсене.

Основната идея на тези методи се състои в идентифицирането на начален интервал - интервал на неопределеност, който съдържа точката на екстремума x* и в последователно свиване на този интервал, докато точката х* бъде определена с желана точност. Широко известии са ме-тодът на дихотомното търсене и методът на средната точка. Тук се разглежда първият от тях, като се предполага задача за максимизация.
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правилата за намаляване на на-

чалния интервал: а) f(x1) > f(x2), точката х* е

между а и х2, а < х* < х2; б)f(x1) < f(x2 ), точката х* е между x1 и b, x1 < х* < b; в) f(x1) = f(x2), точката х* е между x1 и х 2, x1< х* < х2. На всяка стъпка се

отстранява интервалът, който не съдържа х*, така че накрая интервалът на неопределеност може да се намали до е. Точките x1 и х2 се определят по следния начин. Нека хл и хд са лявата и дясната граница на текущия интервал, като в началото хл = а , а хд = 6. Припокриващите се интервали хл < х < х2 и x1 < х < хд са построени така, че x 1 — хл = хд — х2 и е = х2 - x1. Оттук
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Пример 10.1.
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 Нека  =  0,002.

На първата стъпка хл = 0, хд = 4. Резултатите от пресмятанията са представени в табл.10.1.

Означенията л (д) в таблицата показват, че на следващата стъпка хл (хд)

е равно на х1 (х2).

На последната стъпка хл = 2,9985 и хд = 3,0043. Следователно точката х* е в интервала 2,9985 < х * < 3,0043. Като оценка на х* често се приема средната точка[image: image2.jpg][



= 3,0014. Тази стойност е твърде близка до стойността на точния оптимум, която е х* = 3,0.

10.1.2. ГРАДИЕНТНИ МЕТОДИ

Предполага се, че функцията /(X) е два пъти непрекъснато ди-ференцируема по компонентите на X и че е вдлъбната или изпъкнала върху областта на търсене на екстремум, съответно при задачите за максимизация или минимизация.

Разглежданите методи са итерационни. На всяка итерация от те-кущата точка X се извършва стъпка в посоката на най-бързото на-растване (намаляване) на /(X), с определена големина. Тъй като тази




	
	
	
	
	
	Таблица 10.1
	

	хл
	Хд
	x1
	Х2
	f(x1)
	f(x1)
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	0
	4
	1,9990л
	2,0010
	7,9960
	8,0040
	

	1,9990
	4
	2,9985л
	3,0005
	11,9940
	12,9999
	

	2,9985
	4
	3,4982
	3,5002д
	11,8754
	11,8749
	

	2,9985
	3,5002
	3,2484
	3,2504д
	11,9379
	11,9374
	

	2,9985
	3,2504
	3,1234
	3,1254д
	11,9691
	11,9686
	

	2,9985
	3,1234
	3,0600
	3,0619д
	11,9850
	11,9845
	

	2,9985
	3,0619
	3,0292
	3,0312д
	11,9927
	11,9922
	

	2,9985
	3,0312
	3,0139
	3,0159д
	11,9965
	11,9960
	

	2,9985
	3,0159
	3,0061
	3,0082д
	11,9984
	11,9979
	

	2,9985
	3,0082
	3,0023
	3,0043д
	11,9994
	11,9989
	

	2,9985
	3,0043
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	


посока се определя от вектора на градиента (антиградиента), методи-те се наричат градиентни методи. Сред тях широко приложение има методьт на най- стрьмното изкачване (спускане), при който големина-та на стъпката се избира така, че да се максимизира изменението на функцията f(X). Именно този метод се представя по-нататък.

Нека f(X) се максимизира и Х0 е началната точка, от която за-почва търсенето. Ако[image: image3.jpg]


f(X ) означава градиента в точката Xk, после-дователността от точки се определя от рекурентното съотношение
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	където стойността
	на параметъра
	задава големината на стъпката и е

	избрана така, че да се максимизира функцията от една променлива

	За определяне на оптималната стойност
	се използува метод за едно-мерно

	търсене, като се предполага, че
	е унимодална функция.

	В задача за минимизация знакът плюс в дясната страна на реку-

	рентното съотношение за Xk+1   се заменя с минус.
	

	Изчисленията се прекратяват, когато се постигне Xk+1     Xk , т.е. когато

	Последното условие е еквивалентно на
	f(Xk)

	0, тъй като
	винаги, освен в случая когато началната точка X0   е

	точка на екстремум.
	
	
	

	Пример 10.2. Да се максимизира функцията
	

	
	f(X) = 2х1 + 3х2 - 3х1
	2 - 3x1x2 - 3х2
	2
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От необходимите условия лесно се намират х* 1 = 1/9[image: image4.jpg]


0,1111 x*2 = 4/9[image: image5.jpg]


 0,4444. Тъй като хесиановата матрица Н < 0, X* е точка на максимум.

За да се реши задачата по метода на най-стръмното изкачване, се задава X0 = [1,1] и се записва градиентът
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Итерация 1
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Следователно

Итерация 2
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Фиг. 10.2.
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Итерация 3
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След заместване в израза за[image: image6.jpg]


от условието [image: image7.jpg]


 = 0 се определи[image: image8.jpg]


 0.19707, на което съответствува

[image: image83.jpg]X* ~ [0,1206,0,4081].




Итерация 4

[image: image84.jpg]VF{X?) =~ [0,0520,0,1893].




След извършване на изчисленията по схемата от предишните итерации се определят:

[image: image85.jpg]+* & 0,13274,
X* & [0,1275,0,4333).





Итерация 5
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 /(X4)[image: image10.jpg]


[-0,0648,0,0178].

Тъй като[image: image11.jpg]


f(X4)[image: image12.jpg]


[0,0], изчисленията може да се прекратят. Прибли-зителното оптимално решение е

X4[image: image13.jpg]


[0,1275,0,4333],  X4[image: image14.jpg]


X*.

Процесът на търсене е показан на фиг.10.2.

10.2. МЕТОДИ ЗА УСЛОВНА ОПТИМИЗАЦИЯ

Методите за условна оптимизация се класифицират на непреки и преки методи. Непреките методи използуват преобразуване на начал-ната нелинейна задача в една или няколко линейни задачи, конто се ре-шават като задачи на ЛП. От този клас тук се разглеждат методите на сепарабелното,

квадратичното и геометричното програмиране.

При преките методи нелинейната условна задача се решава непо-средствено, като се преобразува в безусловна задача и се използуват мо-дификации на градиентните методи. Към този клас се отнасят ал-горитъмът на Франк- Уолф и методът на последователната безусловна оптимизация,

конто са представени по-нататък.

Предполага се, че целевата функция f(X) и ограниченията g(X) са непрекъснато диференцируеми, като ограниченията g(X) < 0 обхващат и условията X > 0.

10.2.1. СЕПАРАБЕЛНО ПРОГРАМИРАНЕ

Сепарабелното програмиране е специален случай на НЛП, при конто целевата функция и ограниченията са сепарабелни функции. Една функция f ( x 1 , x 1 , . . . , x n ) e сепарабелна, ако може да бъде представена като сума от п функции от една променлива f1 (x 1 ), f2 (x 2 ), ... , fn(x n )
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Именно поради това, че функцията f ( x 1 , x 2 , ... , х п) е разделена на части fj, (xj), всяка от които включва само едно хj и конто се сумират, тази функция се нарича сепарабелна.

Най-прост пример на сепарабелна функция е целевата функция в за.дачата на ЛП. Някои нелинейни функции, които не са сепарабелни, се преобразуват в такива чрез подходяща субституция. Например за-дачата за максимизиране на J = x1x2,x3 чрез полагането и = x1x2x3 се преобразува в следната задача:




Да се максимизира J = и при ограниченията

lп и = ln x1+ ln х2 + lпх3,  x 1 , х2,х3 > 0.

Ако променливите x 1 ,х 2 и х3 могат да имат неотрицателни стойности (x 1 > 0, i = 1,2,3), се дефинират нови строго положителни променливи
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откъдето
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Полагат се и1 = z1z2z3, и2 = z1z2, и3 = z1z3, u4 = z2z3 и началната задача се преобразува в еквивалентната сепарабелната задача

[image: image89.jpg]J = uy — Yaug — Y2u3 — Nite + Y2zt
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Да се максимизира  ,

при ограниченията

ln u1 = ln z1 + ln z2 + ln z3 ln u2 = ln z1 + ln z2 ln u3 = ln z1 + ln z3 ln u4 = lnz 2 + ln z3.

По  подобен  начин  могат  да  бъдат  преобразувани  функциите

cx1+x2+x3   и X1x2xЗ

Решаването на сепарабелни задачи се основава на апроксимира-нето на функциите от една променлива fj(xj) с линейни по участъци функции и използуването на метод на СЦП или на симплекс-метода на ЛП. Нека сепарабелната задача е от вида

Да се максимизира (минимизира)[image: image15.jpg]



при ограниченията
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Апроксимацията на функцията fi(хi) (или на gji(хi)) върху интервала [аi,bi] се извършва по следния начин. Задават се L, точки на прекъсване xi1 <

хi2 < ... < xiLi, така че х i1 = xi, и xiLi = bi, конто определят Li - 1 линейни участъци на fi(xt) (или на gji(хi)). На фиг.10.3 е показан случай с Li = 5. Тогава

коя и да е точка xi [image: image16.jpg]


[аi, bi] може да се представи във вида
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където[image: image17.jpg]


 е тегловният коефициент на k-та точка на прекъсване на i-та променлива и[image: image18.jpg]L ——
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ФИГ. 10.3

При това, тъй като точката xi е в един от подинтервалите на [аi,bi] или

	[image: image93.jpg]


на грацццата на такъв подинтервал, не повече от два коефициента
	могат

	да  бъдат  положителни,  и  ако  са  два,  те  са  винаги  съседни,
	например

	или
	На фиг.10.З е показана стойността xi, за която

	
	
	Очевидно   за
	точката

	
	а всички останали
	са нулеви.
	

	Функцията fi(xi) се апроксимира по подобен начин
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където за стойностите на са справедливи току-що изложените огра-ничения. Например линейният сегмент над интервала [xi3, xi4] на

[image: image96.jpg]





фиг.10.3 се задава от
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където
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По такъв начин началната сепарабелна задача може да бъде апроксимирана с линеен модел и решена с използуване на симплекс-метода при допьлнителните условия за ограничен базис. Задачата е сле-дната:

[image: image99.jpg]



Да се максимизира (минимизира)

при ограниченията:
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условията за ограничен базис.

Условията за ограничен базис определят, че за дадено i в базиса може да има най-много две положчтелни[image: image19.jpg]


и че ако две [image: image20.jpg]


 са положителнй, те трябва да са съседни. Това означава, че променли-вата, която е избрана за включване според условието за оптималност на симплекс-метода, ще бъде действително въведена в базиса само ако удовлетворява двете условия за ограничен базис. Иначе за включване се разглежда следващата променлива, която най-добре удовлетворява условието за оптималност. Процедурата се повтаря, докато се намери променлива която да се включи в базиса, или докато се установи невъзможността на такова включване. Последната симплекс-таблица определя приблизителното оптимално решение на задачата.
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Когато сепарабелната задача е неизпъкнала, с разгледания метод може да бъде определен локален екстремум. В такива случаи за нами-рането на глобалния екстремум може да бъде използувано СЦП, като началната задача се апроксимира по следния начин:

Да се максимизира (минимизира)[image: image21.jpg]



	при ограниченията:
	
	
	Таблица 10.2

	
	к
	х1k
	f1(х1k)
	g11(x1k)

	
	1
	0
	0
	0

	
	2
	1
	1
	3

	
	3
	2
	32
	12

	
	4
	7/3
	16807/243
	147/9
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х1 < 21/3, което позволява да се определят стойностите за х1k, f1(х1k) и g11(х1k), показани в таблица 10.2. Оттук
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В тази задача на СЦП променливите са[image: image22.jpg]


и yik. Когато точност-та на апроксимацията е висока, броят на точките на прекъсване и на определяните от тях ограничения в задачата на СЦП е голям, което може да направи практически невъзможно решаването на тази задача.

Вследствие на използуваната апроксимация и по двата метода, по-някога е възможно получаването на приблизителни оптимални решения, конто не съществуват при началната задача. Такива решения би трябвало да бъдат допълнително анализирани.

Пример 10.3. Разглежда се задачата Да се максимизира J = х15 + 2х2 при

ограниченията

3х12 + 4х2 < 16

x 1 , x 2  > 0.

Лесно може да се види, че точното оптимално решение е х1* = 2,3094, х2 = 0 и J* = 65,6896. За да се реши задачата по метода на ограничения базис, се въвеждат следните функции:

	f1(х1) =  х15,
	f2(x2) = 2x2,

	g11(x1) = 3х12,
	g12\(x2) = 4x2.


Функциите f2(x2) и g12(х2) са линейни и се оставят без изменение, което позволява х2 да се разглежда като една от променливите. Нека броят на точките на прекъсване по х1 е L1 = 4. От ограничението следва, че




и апроксимиращата задача е Да се максимизира при
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ограниченията
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условията за ограничен базис

В случая получаването на начално допустимо решение е облекче-но, тъй като[image: image23.jpg]


не участвува в целевата функция J и не е необходимо

да се въвежда изкуствена променлива. Началната симплекс-таблица е следната
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където S1 > 0 е остатъчна променлива. В съответствие с условията за оптималност . би трябвало да бъде включвана променлива. При това, за да се удовлетвори условието за ограничен базис,[image: image24.jpg]


 би тряб - вало да бъде изключвана променлива. От условието за допустимост обаче

[image: image107.jpg]A14



следва, че изключвана променлива в този случай би била S1, при

което в базиса ще фигурират две несъседни положителни променливи [image: image25.jpg]es B Xea.



 Следователно[image: image26.jpg]


не може да бъде включвана променлива. Следващата най-подходяща за включване е променливата [image: image27.jpg]


 Тогава изключвана променлива е с което условието за ограничен базис се удовлетворява. Съответната симплекс-таблица е
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Тук въвеждана променлива е [image: image28.jpg]Arg



 и тъй като в базиса фигурира [image: image29.jpg]


 , включването на съседната [image: image30.jpg]


 в базиса е допустимо. Изключвана променлива е St, при което се получава таблицата
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Включвани променливи биха могли да бъдат [image: image31.jpg]A1 M A2



. Тъй като
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 не е съседна на
, въвеждането й в базиса не е допустимо.
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Включването на     също е недопустимо, защото изключвана би била
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 и в базиса биха останали
конто не са съседни. Последната
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таблица определя приблизителното оптимално решение, което е

[image: image114.jpg]7 1 7 12
a2 20 = =2=+z — ~ 2,307
z |3+3)\14 2 13+3 e} 6
z2=0
JN32.—+ iesty 12 ~ 66,3058.

13 243 13




Това решение е твърде близко до истинското оптимално решение х*1 = 2,3094, х*2 = 0 и J* = 65,6896, което се дължи на сполучливия избор на точките на прекъсване x1k.

Когато сепарабелната задача е изпъкнала, (изпъкнали ограничения и вдлъбната или изпъкнала целева функция) апроксимацията може да бъде опростена и не е необходимо използуването на ограничен базис.

Нека функцията /,(xt) e вдлъбната, с Li + 1 точки на прекъсване xik, k = 0,Li. Нека uik определя нарастването на променливата xi в интервала (xik-1,xik), к = l,Li, a Sik - стръмността на линейния сегмент
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над този интервал. Тогава fi(хi) се апроксимира по следния начин
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при условие, че

0 < uik < xik - xik-1,   к = 1,Li.

Тъй като fi(xi) e вдлъбната функция, условията Si1 > Si2 > ... > SiLi винаги се изпълняват. Поради това максимизиращият алгоритъм вкл'ючва най-напред в базиса и i1, (според условието за оптималност), която нараства от нула до стойността хi1 - хi0, зададена от ограниче-нието, след това в базиса

се включва иi2 и т.н.

По същия начин се апроксимират и ограниченията
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след което
апроксимиращата
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задача е от вида

Да се максимизира

при ограниченията
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където
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Апроксимиращата задача в случая на минимизация на изпъкнала функция се получава по същия начин, като се отчита, че Si1 < Si2 <

... < SiLi.

10.2.2. КВАДРАТИЧНО ПРОГРАМИРАНЕ

Задачите на квадратичното програмиране се характеризират с линейны ограничения и квадратична целева функция. Моделът на квадратичното програмиране е от вида

Да се максимизира (минимизира) J = СХ + XTDX при ограниченията

	
	АХ<b,  Х>0,

	където
	

	X = [x1,x2, ,...,х п]T,
	С = [c1,c2 ,...,cn],  b = [b1,b2,...,bm]г

	A=(axij)mxn,
	D = (dij)nxn


В квадратичната форма XTDX D е симетрична матрица, положително (отрицателно) определена в задачите за минимизация (максимизация) Следователно J е строго изпъкнала (вдлъбната) спрямо X при минимизация (максимизация). Пространство^ на решенията е изпъкнало поради линейността на ограниченията.

Тази задача се решава чрез прякото прилагане на условията на Каруш-Кун-Такер. Тези условия са и достатъчни за идентифициране на глобален екстремум поради изпъкналостта на J и на допустимата

област.

В случая на максимизация моделът може да се запише във форма-

та.

Да се максимизира J = СХ + XTDX при ограниченията
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За двете множества ограничения АХ — b  < 0 и -X < 0 се въве-ждат

съответно множителите на Лагранж и условията на Каруш-Кун-Такер се представят във вида
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Тъй като
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след въвеждане на допълнителните променливи S в ограниченията АХ + S = b, S > 0, необходимите условия се записват във формата
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След транспониране на първото векторно-матрично уравнение

[image: image125.jpg]



и необходимите условия се представят по-компактно във вида

[image: image126.jpg]



Вижда  се,  че  задачата  е  еквивалентна  на  решаването  на  система

	[image: image127.jpg]0, Ai8, =0




линейни уравнения спрямо
	като решението трябва да удо-

	влетворява допълнителните нелинейни условия
	.  От
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строгата вдлъбнатост на J и изпъкналостта на g(X) следва, че допусти-мото решение, удовлетворяващо необходимите условия, е оптималното решение и че решението на системата е единствено.

Системата може да бъде решена с използуването на първата фаза на двуфазния метод с изкуствени променливи за определянето на допустимо начално решение на линейни задачи (т.3.4.2), като се осигури винаги

изпълнението на условието[image: image34.jpg]w.x, =0,A;8; =0.



 Практически това

[image: image129.jpg]I’



означава, че ако на някоя итерация    е базисна променлива с положи-телна

стойност, si не бива да става базисна, с положителна стойност на същата итерация. Същото се отнася и за променливит и хj.Това е идеята за ограничен базис. Ако квадратичната задача има допустимо решение, сумата на изкуствените променливи се нулира в резултат на изпълнението на първата фаза на метода.
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Пример 10.4. Да се максимизира функцията

J = 6x1 + 9x2 — 3x12 — 4x1x2 — 3x22

при ограниченията

2x1 + 3x2 < 3 x 1 ,x 2 > 0.

Задачата се записва в матрична форма

Да се максимизира при ограниченията
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Матрицата D е отрицателно определена, т.е. J e строго вдлъбната по X. Необходимите и достатъчни условия се представят във вида
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След въвеждане на изкуствените променливи R1 и R2 за първи-те две уравнения по-горе и на минимизираната целева функция R = R1 + R2 началната таблица за фаза 1 е следната
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Тъй като R се минимизира, въвеждана променлива би трябвало да бъде х1 (или х2). Тази променлива наистина може да бъде включена в базиса, защото[image: image35.jpg]“y



(или[image: image36.jpg]o



) е небазисна и допълнителното условие [image: image37.jpg]p12y = 0 (poze = 0)



 се изпълнява. Извеждана променлива е R1и сим-плекс-таблицата на първата итерация е

[image: image134.jpg]



Въвеждането на x2 в базиса е възможно, тъй като = 0. Изве-ждана променлива е s1. Таблицата на втората итерация е
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Въвеждането на[image: image38.jpg]


 на третата итерация в базиса е възможно, тъй
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като s1 = 0. Таблицата е _____________________________________________

[image: image138.jpg]



Тъй като R — 0, полученото решение е допустимо и то е х*1 = 0,

х*2 = 1, J* = 6.

Моделът на квадратичното програмиране е твърде важен, защото чрез него могат да бъдат описани много приложни задачи. Той е основата и на общ подход за решаване на оптимизационни задачи с нелинейна целева функция и линейни ограничения, който се състои в решаването на последователност от апроксимиращи задачи на квадратичното програмиране.

ГЕОМЕТРИЧНО ПРОГРАМИРАНЕ 

задачи на инженерното проектиране целевата функция и огра-ниченията често са от вида 
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където
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Обикновено cj,aij са физически константи, а xj са променливи, конто се избират в процеса на проектиране. Върху знака на аij не се налагат ограничения, но се предполага, че всички cj > 0. Така дефинираните Pj (X) и f(X) са обобщени полиномы, в които може да има отрицателни степени aij, и които се наричат позиноми.

Задачите, в които целевата функция и ограниченията са позиноми, се определят като задачи на геометричното програмиране (позино-миалното програмиране). В общия случай това са неизпькнали задачи,

но в случайте, когато сj > 0 те могат да бъдат преобразувани в еквива-лентни задачи на изпъкналото програмиране.

През 1964 г. Дюфин и Ценер предлагат метод на решение, конто се основава на съответна дуална задача. Предимството е, че дуалната задача се решава значително по-лесно от пряката, записана в позино-миална форма.

Методът ще бъде въведен за случая без ограничения. Пряката задача е да се минимизира функцията f(X), представена като позином. Предполага се, че всички променливи са строго положителни, xi > 0.

Необходимото условие за минимум се записва във вида
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или понеже xk > 0

[image: image142.jpg]



Тъй като J е позином и всички оптимални стойности х*к > 0, минималната стойност J* > 0. Въвеждат се
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Очевидно, уj> 0 и
Стойността уj представлява относителния

принос на Pj в оптималната стойност J*.

Като се използуват yj необходимите условия се представят във формата

[image: image144.jpg]



Така записани те се наричат условия за ортогоналност и нормалност. Те определят единствено решение за променливите уj, ако п + 1 = N и всички уравнения са независими, или неединствено решение, когато п + 1 < N. В последния случай обаче може да се определят единствени стойности yj, при конто се минимизира J, като се формулира допълни-телна оптимизационна задача спрямо N - (n + 1) променливи уj.


Нека y*j,j = 1,N e единственото решение, определено от необхо-димите условия. То се използува за определяне на J* и х*к по следния начин.

От условието за нормалност и от дефинициите на у*j,у*j = P*j/J* и на Р*j следва, че

[image: image145.jpg]



където е отчетено условието за ортогоналност. Вижда се, че стойности-те у*j определят J*. От дефиницията пък на уj, при известии стойности у*j и J*, се намират Р*j = y*j,J*,j = 1, N. Стойностите Р*j се използуват за съставяне на нелинейната система уравнения
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чието решение определя оптималните х*k.

По такъв начин решението на началната задача в позиномиална форма е преобразувано в решаване на система линейни уравнения спрямо променливите уi. Тъй като всички у*j са определени от необходимите условия за минимум, решенията х*к удовлетворяват всички уравнения на нелинейната система и могат да бъдат определени след отстраняване на N — п уравнения от нея, които са излишни.

Доказано е, че необходимите условия са и достатъчни за иденти-фициране на минимум.

Елементите на дуалната задача могат да се разкрият, като се използува следното неравенство на Коши за bi > 0
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където аi > 0 и
. Пряката задача се записва във вида
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се дефинира функцията 

случая yj > 0, [image: image39.jpg]Ty=1



и от неравенството на Коши следва, че 

[image: image151.jpg]s
v2
¥
Y4

-2 0




W < J.

Дуалната задача има целева функция W и променливи yj. Тъй като W е долна граница на J и J се минимизира по xi ,i = 1,n, чрез максимизирането на W по yj ,j = 1,N се получава
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Пример 10.5. Разглежда се задачата

Да се минимизира J = 5х1х2-1х32 + х32х3-1 + 10х23 + 2х1-1х2х3-3

x 1 , x 2 , x 3  > 0.

Целевата функция се представя във вида

J = 5х1х2-1х32 + х1-2х20х3-1 + 10х10х23х30 + 2х1-1х21х3-3

Вижда се, че N = 4,n = 3, т.е., N = п + 1 и условията за ортого-налност и нормалност водят до единствено решение за уj. Тези условия се записват в матрична форма

[image: image154.jpg]1-ys




Решението на тази система е

у*1 = 15/29, у*2 = 3/29, у*3 = 2/29, у*4 = 9/29,

откъдето
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От условията Р*j = y j* J * ,  j =[image: image40.jpg]


се съставя нелинейната система

P1 =5x1x2-1x32 = (15/29). 10,273[image: image41.jpg]


5,314 Р2 =

х12x3-1 = (3/29).10,273[image: image42.jpg]


1,063 Р3 = 10x23 = (2/29) .10,273[image: image43.jpg]


0,708 Р4 = 2x1-1x2x3-3 = (9/29).10,273[image: image44.jpg]


3,188,

Решението на тази система, което е оптималното решение на пря-ката задача, е

х*1[image: image45.jpg]


1,264, x*2 =0,414,  х*3[image: image46.jpg]


 0,590.

(То може да бъде определено в следната последователност: от уравне-нието за Р3 —> х2, от произведението P1P4 —> x3 и от Р2 --> x1).

Пример 10.6. Да се минимизира позиномът J

min J = 2х13х23 + 4х1-2х2 + x1x2 + 8x1x2l , x1,x2 > 0.

В случая N = 4,п = 2, N > п + 1 и условията за ортогоналност и нормалност не определят единствено решение за уj. За намирането на такова решение се използуват дуалната задача и допълнителна оптимизационна процедура по следния начин.

Условията за ортогоналност и нормалност са

[image: image156.jpg]e I [
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Тъй като броят на променливите e с l по-голям от броя на уравне-нията, три от променливите, например у1,у2,у3 могат да бъдат опреде-лени чрез четвъртата у4. От условията по-горе непосредствено се получава системата
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чието решение е
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Съответната дуална задача е да се максимизира

[image: image159.jpg]V3 - Py /T=2y 23
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Максимизирането на W е еквивалентно на максимизирането на W, но преобразуването на ln W е облекчено. Затова се определят

[image: image160.jpg]V3 Zy /T2y 32
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Тъй като пряката задача е изпъкнала, стойността на у4, която максимизира W, е единствена и се определя от условието

[image: image161.jpg]¥y ~ 0,0456,y; =~ 0.3637,y; ~ 0,1819.




След несложни преобразувания се получава
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или
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откъдето у*4[image: image47.jpg]


0,4088. Следователно

[image: image164.jpg]FX) & F(XF) + VXX - XF) = (XY - VXX + VXX




Оптималната стойност J* e

[image: image165.jpg]h(7) = fIX*+ 94X -X*],0<y< 1.






Следователно

Р3 = 0,1819.(13,069)[image: image48.jpg]


2,3772 = х1х2 Р4 = 0,4088(13,069) [image: image49.jpg]


 5,3426 = 8х1х2-1

Решението на тази система е

[image: image166.jpg]



МЕТОД НА ПОСЛЕДОВАТЕЛНАТА ЛИНЕЙНА АПРОКСИМАЦИЯ (АЛГОРИТЪМ НА ФРАНК-УОЛФ) 

Методите на последователната апроксимация се подразделят на методи с линейна апроксимация и методи с квадратична апроксимация. При тях нелинейната целева функция се заменя с последователност от линейни или квадратични приближения, което при линейни ограничения позволява повтарящо се използуване на метода на линейното или квадратичното програмиране. Някои от алгоритмите обхващат и случаи на нелинейни ограничения чрез използуване на подходяща линери-зация.

Тук е представен алгоритъм на Франк-Уолф, който е последователен метод с линейна апроксимация, в който се съчетава използуването на симплекс-метода и на процедурата за едномерно търсене от раздел -10.12.

Задачата е да се максимизира J

J = f(X)

при ограниченията

АХ < b, Х > 0.

Ако Xk e допустимо решение, за целева функция се използува линейно приближение около Xk

[image: image167.jpg]



Тъй като f(Xk) и[image: image50.jpg]


f(Xk)Xk ca константи, те могат да бъдат от-странени, при което се получава следната задача на ЛП Да се максимизира g(Х) =[image: image51.jpg]


f(Xk )Х

при ограниченията:

АХ < b,X > 0.

Чрез използуването на симплекс-метода се определи оптималното решение XL, на линейната задача, което е на границата на допустима-та облает. Очевидно стойностите на g(X) непрекъснато нарастват при движение по линейния сегмент от Xk към ХL, (ако Xk не е най-доброто възможно решение). Ако обаче XL е далеч от Xk , линейната апрокси-мация може да не е добра, така че нелинейната функция f(X) може да не нараства непрекъснато при движението от Xk към ХL,. Затова като ново допустимо решение Xk+1 за следващата итерация се избира не ХL, а точката от линейния сегмент (Xk,X L), в която f(X) има максимална стойност. Тази точка се определя чрез процедура за едномерно търсе-не, подобна на тази от раздела 10.1.2., в която единствената променлива, по която се търси максимум, е частта [image: image52.jpg]


 от вектора [ХL — Xk ]. Новото допустимо решение Xk+1 се представя във вида

Xk+1 = Xk + [image: image53.jpg]


[XL-Xk], където[image: image54.jpg]


е

стойността на [image: image55.jpg]


 която максимизира[image: image56.jpg]



[image: image168.jpg]



Процедурата се прекратява на к-та итерация, когато Xk и Xk-1 са достатъчно близки, или когато се удовлетвори условието g (XL) < g(Хk). В последния случай по-нататъшни подобрения на решението не са възможни.

Задачите на ЛП на всяка итерация се различават само по коефици-ентите на целевата функция. Затова, от гледна точка на изчислителни загуби, може да бъде полезно използуването на процедурите за анализ на

чувствителността от раздел 4.4.1.

Пример 10.7. Разглежда се задачата на квадратичното програми-ране Да се максимизира f(х) = 6x1 + 9х2 - Зх12 - 4х1х2 - 3х22 при ограниченията

2x1 +3x2 < 3,  х1х2 > 0.

За начално допустимо решение се избира Х° = [1/2,1/2]. Определя се

[image: image57.jpg]


 f(X) = [6 - x1 - 4x2 ,9 - 4x1 - 6х2].

Итерация 1

[image: image58.jpg]


 f(X0) = [1,4]




Новата линейна задача е да се максимизира g(Х) = x1 + 4х2 при ограниченията на началната задача. Оптималното решение е ХL = (0,1), а стойностите на g(Х) в точките Х° и XL са съответно 21/2 и 4. Следователно има смисъл да се определи ново допустимо решение

[image: image169.jpg]
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стойност при [image: image59.jpg]


 = 1. Следователно X1 = [0,1],f(X1) = 6. Итерация 2

[image: image60.jpg]


 /(Х1) = [2,3]

Новата задача на ЛП е с целева функция g(Х) = 2x1 + Зx2. Тя има безкрайно много оптимални решения, тъй като правите на целевата функция и ограничението имат еднакъв наклон. Следователно, ако се избере XL = [0,1] или на някаква друга точка от правата 2х1 + 3х2 = 3 в допустимата облает, g(Х1) = g(XL) и решението X1 = [0,1] не може да бъде подобрено. Поради това, приблизителното оптимално решение на началната задача е X1 = [0,1], за което f(X1) = 6. То съвпада с точното оптимално решение, определено за същата задача в примера 4.

<

НЕИЗПЪКНАЛО ПРОГРАМИРАНЕ. МЕТОД НА ПОСЛЕДОВАТЕЛНАТА БЕЗУСЛОВНА МАКСИМИЗАЦИЯ 

задачите на изпъкналото програмиране определеният локален екстремум е и глобален екстремум. Често обаче в практически задачи предположенията за изпъкналост не се изпълняват. Един разпро-странен подход в такива случаи е да се използува алгоритъм на тър-сене, като определя локален екстремум, като процедурата на търсене се повтаря неколкократно, започвайки всеки път от различии начални условия. Най-добрият сред тези локални екстремуми се избира като приблизително оптимално решение. 

Широко разпространение е получил алгоритъмът на търсене, известен като метод на последователната безусловна максимизация (МПБМ). Той се основава на решаването на последователност от бе-зусловни задачи, получени след преобразуване на началната условна 

задача, чийто решения се схождат към локалния максимум на усло-вната задача. Основната идея е близка до тази за използуване на множи-телите на Лагранж. Съществуват два алгоритъма на МПБМ. Първият от тях, известен като алгоритьм на външната точка или алгоритъм на наказателните функции, използува наказателни функции, конто при-нуждават последователно получаваните недопустимы решения на безу- словните задачи да клонят към допустимата област. При втория алгоритъм, наричан

алгоритьм на вътрешната точка или алгоритьм на бариерните функции,

последователно получаваните решения се задър-жат в допустимата област чрез използуването на бариерни функции. Именно този алгоритъм се

изяснява по-нататък.

За всяка от безусловните задачи се дефинира целева функция J(X,r) от

вида

J(X,r) = /(X)+rB(X),

където г е параметър, г > 0, а В(Х) е бариерна функция със следните свойства:


— В(Х.) е малко (голямо), когато X е далеч от (близо до) грани-цата на 

допустимата облает 

— -В(Х) —>  [image: image61.jpg]


 , когато разстоянието между X и границата на до-пустимата облает —> 0. 

Най-често В(Х) се избира във вида


където втората сума отразява изискванията за неотрицателност хj > 0, записани като - xj < 0, в каквато форма са и ограниченията gj (X) — bj < 0, j = l,т. Ако f(X) е вдлъбната функция, a gi(X) - изпъкнала, l/gi(X) е вдлъбната,

при което J(X, r) e вдлъбната функция.

Лесно могат да бъдат обхванати и ограничения във вид на равенства, gi(X) = bi, като елементите r/gi(X) — b i) в израза за В(Х) се заместят с -


Търсенето започва със задаване на произволна стойност на r, r° > 0 и на начална точка Х°, която трябва да бъде вьтрешна, т.е. разпо-ложена вьтре в допустимата област, а не върху границата. При зада-деното r0, като се използува методът на най-стръмното изкачване, се определя точката на максимума Х*(r°) на J(X,r°). Оптималното решение е в допустимата област, тъй като в точките X близо до границата B(Х) ще има голяма отрицателна стойност и максимизиращият алгоритъм ще отстрани такива решения.

Възможно е обаче оптималното решение X* на началната задача да е разположено върху границата на допустимата област. Именно по-ради тази причина се решава последователност от безусловни задачи, с последователно намаляващи стойности на r, r —> 0, при което оптималното решение на i- та задача е начална точка за (г + 1)-та задача. Ако




ri е стойността на r, използувана в r- та безусловна задача,[image: image62.jpg]4 ==
= ar'

d



, където 0 < [image: image63.jpg]


 < 1, например [image: image64.jpg]


 = 0,05. По такъв начин последователните решения Х*(ri) са вътрешни точки и те клонят към X*.

Изчисленията се прекратяват, когато се постигне достатъчна бли-зост на две последователни решения.

Ако началната задача е изпъкнала, може да се покаже, че

f[Х*(ri)] < f(X*) < f[X*(ri)] + riВ[X(ri)],

т.е. riВ[X(ri)] е максималната грешка, с която се определя f(X*). Широкото приложение на метода, което се дължи на неговата про-

стота,  показва,  че  точността  и  числената  устойчивост  на  резултатите,

както и скоростта на сходимост, зависят в значителна степен от стой-ностите на параметрите r и а, както и от избора на началната точка Х° (вж. например [8]).

10.3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представени бяха преки и непреки методи и алгоритми на НЛП. Преките методи решават нелинейната задача непосредствено, без ме-ждинно преобразуване в линейна задача. Типични техни представители са градиентните методи, конто се използуват за решаването на задачи без и със ограничния. В последния случай условните задачи предварително се трансформират в безусловни задачи.

Непреките методи използуват преобразуване на нелинейната задача в спомагателна линейна задача. Непреки са например методите на сепарабелното, квадратичното и геометричното програмиране, кои-то решават ефективно специфични класове нелинейни задачи с важно значение за практиката. Решението на спомагателната задача може да представлява точно или приблизително решение на началната задача, както това беше показано съответно за задачите на квадратичното и сепарабелното програмиране.

Изследванията в областта на НЛП са много интензивни. Особено внимание се отделя на създаването на надеждни програмни продукти за решаване на задачи с голяма размерност, предназначени за общо и индивидуално ползуване, за големи изчислителни системи и персоналии компютри.

