ЛИНЕЙНО ПРОГРАМИРАНЕ. СИМПЛЕКС-МЕТОД

3.1. ОБЩА ХАРАКТЕРИСТИКА НА МЕТОДА

Задачата на ЛП може да бъде решена с използуването на симплекс-метода. Това е алгебричен метод, който позволява да се определят оптималните стойности на променливите и целевата функция, да се анализира чувствителността и да се даде икономическа интерпретация на оптималното решение. Процесът на решение е итерационен.

Както е известно, оптималното решение на линейната задача гео-метрически представлява ъглова (екстремална) точка на пространство-то на решенията. В симплекс-метода ъгловата точка се представя в алгебрична форма. За целта ограниченията се преобразуват в система от линейни уравнения, в която броят п на променливите е по-голям от броя т на уравненията. Такава система в общия случай има безкрайно много решения. Ъгловите точки на допустимата област се представят от базисните решения на системата. Известно е, че едно базисно решение може да бъде определено, като се зададе нулева стойност на п — т променливи и се реши системата спрямо останалите m промен-ливи, ако разбира се съществува единствено решение на тази система. В симплекс-метода се намира допустимо начално базисно решение, след което на всяка следваща итерация се определя ново базисно решение (т.е. решението се премества в нова ъглова точка) така, че стойността на целевата функция непрекъснато да се подобрява. Процесът се пре-кратява след разпознаване на оптималното базисно решение.

СТАНДАРТНА ФОРМА НА МОДЕЛА И БАЗИСНИ РЕШЕНИЯ 

За да може да се използува симплекс-методът, задачата се представя в следната стандартна форма:

а) всички ограничения се записват като уравнения. Ако задачата се решава по прекия симплекс-метод, дясната страна трябва да е нео-трицателна;

б) всички променливи са неотрицателни; в) целевата функция се максимизира или минимизира.

Ограниченията се преобразуват в уравнения, като се използуват


помощни променливи: остатьчна променлива, която се прибавя към лявата част на ограничението или променлива на излишъка, която се изважда от лявата част. Например, ако ограничението е
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въвежда се остатъчната променливаи неравенството се преобра-зува в уравнението
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Когато ограничението от вида е свързано с ресурс, променливата s1 характеризира остатъка, неизползуваната част от ресурса. Ако ограничението е

[image: image18.jpg]IA




въвежда се променливата на излишъка[image: image94.jpg][,,
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и се получава уравнени-ето
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Отрицателната дясна част на уравнение се преобразува в положителна, като лявата и дясната част се умножават по —1.

В стандартната форма всички променливи са неотрицателни. Ако от същността на решаваната задача не произтичат ограничения върху знака на някоя променлива уi (т.е., yi, e неограничена по знак), такава променлива се представя като разлит от две неотрицателни променливи
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и това заместване се извършва във всички ограничения и в целевата функция. Получаваните стойности у'i, у''i в процеса на решение позво-ляват да се проследи изменението на уi,. Важното обаче е това, че в оптималното решение само една от тези две променливи може да е по-ложителна, т.е. ако у'i > 0, винаги у''i = 0 и обратно. Поради това, ако уi описва едновременно остатък и излишък, у'i може да се интерпретира като остатъчна променлива, а у''i - като променлива на излишъка.

Понякога е удобно задачата за максимизация да се преобразува в задача за минимизация или обратно. Максимизацията на функцията J е еквивалентна на минимизацията на (-J ), в смисъл, че при едни и сьщи ограничения оптималните стойности на променливите zi, са едни и същи за двата типа задачи.

Пример 3.1. Да се представи в стандартна форма моделът Да се максимизира[image: image2.jpg]J =32+ 510




при ограниченията
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Ако задачата се решава по прекия симплекс-метод, двете страни на второто уравнение трябва да се умножат по

-1.

Нека стандартната форма на модела има п променливи и т уравнения. За получаването на някакво базисно решение п-т променливи се полагат равни на нула и се решава възникналата система от га уравнения спрямо останалите т променливи. Получените стойности за тези т променливи заедно с нулевите стойности на останалите п - т променливи образуват базисно решение.

Съществуват общо п!/(т!(п - m)!) комбинации от п - m нулирани променливи, конто пораждат и същия брой системи от m уравнения с то неизвестни. Възможно е някои от тези системи да не са съвместими, т.е. да нямат решение. В такива случаи съответните то променливи не образуват базисно решение и не съответствуват на ъглова точка на пространство™ на решенията. Само решението на съвместима система, ако то е единствено, участвува във формирането на базисно решение, на което съответствува ъглова точка.

Променливите, конто се полагат равни на нула, на брой п - т, се наричат небазисни променливи, а останалите га променливи се нари-чат базисни променливи. Базисното решение е допустимо, ако стойно-стите на всички базисни променливи са неотрицателни. При прения симплекс-метод на всяка итерация се определя допустимо базисно решение, т.е. допустима ъглова точка, докато при дуалния симплекс-метод последователно получаваните базисни решения са недопустими, с изключение на решението, получавано на последната итерация, което е допустимо.




3.3. ПРЯК СИМПЛЕКС-МЕТОД

Прекият симплекс-метод ще бъде обяснен, като се използува мо-делът за определяне на производствена програма от примера 2.1. На фиг. 3.1 е показано пространством на решението за този модел. Изчи-слителният процес започва от ъгловата (екстремната) точка А (итерация 0). Извършва се преминаване по рьба АВ към сьседната ъглова точка В (итерация 1). След това се преминава по ръба ВС към съсе-дната ъглова точка С, която се разпознава като оптималното базисно решение и процесът се прекратява (итерация 2). На всяка итерация дви-жението се извършва по границата на областта и към сьседна точка.
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Фиг. 3.1.
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Разглежданият
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	тази форма е от вида:
	

	Да се максимизира
	

	при ограниченията
	

	Тъй като броят на
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уравненията - 4, 6 —4 = 2 променливи във всяко базисно решение ще бъдат небазисни. Ако се положат x1 = x2 = 0, решението s1 = 15, s2 = 12, s3 = 2 и s4 = 3 е допустимо. По този начин е определено допустимо начално базисно ре-шение, което съответствува на точка А от фиг.3.1. Този резултат се представя удобно в табличен вид
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Първият стълб съдържа променливите на началния базис si, i = 1, 4, чиито стойности са показани в стълба "решение". Небазисните променливи x1 и x2 са равни на нула. Целевата функция има стойност J = 4 х0+ 3х0 + 0х15 + 0х12 + 0 x 2 + 0x3 = 0. В таблицата е записано уравнението на J

J - 4x1 - Зx2 - 0s1 - 0s2 - 0s3 - 0s4 = 0.

В случая определянето на допустимо начално базисно решение е твърде лесно. В лявата част на всяко уравнение има една остатьчна променлива s,, а десните части са неотрицателни. Следователно, ако всички останали променили xi се изберат като небазисни, променливите si, i = 1, т образуват допустимо базисно решение.

След намирането на допустимо начално решение се извършва пре-местване към ново базисно решение, което съответствува на съседна ъглова точка. Лесно се вижда, че при преместването в съседна ъгло-ва точка, една досегашна небазисна променлива става базисна, а една




досегашна базисна променлива преминава към небазисните променливи. Например при преминаването от точка А към точка В текущата небазисна променлива х1 става базисна, а текущата базисна променлива s2 става небазисна (точка В е пресечната точка на оста х1 с правата на второто ограничение, за която s2 = 0). Досегашната небазисна променлива, която се включва в множеството на базисните променливи, се нарича включвана (въвеждана) променлива, а досегашната базисна променлива, която излиза от състава на базисните променливи, се нарича изключвана (извеждана) променлива.

От таблицата на началното решение (на началната итерация) се вижда, че двете небазисни променливи х1 и х2 имат отрицателни кое-

фициенти в уравнението на J, Това означава, че те имат положителни коефициенти в изходната целева функция и тъй като тя се максими-зира, нейната стойност може да се подобри чрез увеличаване и на х1 и нa x2. Избира се обаче променливата с по-голяма абсолютна стойност на отрицателния коефициент, тъй като опитът е показал, че в повечето случаи при такъв избор оптимумът се достига по-бързо. От изложено то се формулира следното

условие за оптималност: В задачата за максимизация (миними-зация) като нова базисна (т.е., включвана) променлива се избира тази небазисна променлива, която има отрицателен (положителен) коефи-циент с най-голяма абсолютна стойност в уравнението на J. Ако този коефициент е един и същ за две или повече небазисни променливи, което и да е от тях може да бъде включвана променлива.  Оптимумът е достигнат, когато всички небазисни променливи в уравнението на J ca неотрицателни (неположителни)
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коефициенти. Според данните в началната таблица като включвана променлива ее

избира хх.

Изключвана променлива ще бъде някоя от досегашните базисни роменливи s1,s2, s или s4, а именно тази от тях, която първа става ра-внa на нула, когато включваната променлива х1 нарастне до стойността си, съответствуваща на съседната ъглова точка. Това условие за избор си изключвана променлива се нарича условие за допустимост. Негова-та алгебрична форма може да се получи, като се използува графичното редставяне на пространството на решенията на фиг.3.1. Стойността на влючваната променлива x1 в новото решение съответствува на точка В. В тази точка, получена от пресичането на оста х 1 с правата, предста-вляваща второто ограничение, променливата s2 e равна на нула, което означава, че s2 е изключваната променлива. Вижда се, че точка В е тази от точките на пресичане на х1 с правите на ограниченията, която има най-малката положителна координата х1. Вижда се също, че ако Коефициентът пред х1 е отрицателен или равен на нула, правата, която съответствува на такова ограничение, не пресича оста х1 в допустимата област (правите 3 и 4).
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От изложеното се формулира в общ вид следното

условие за допустимост: в задачите за максимизация или Минц. мизация изключвана променлива е тази текуща базисна променлива която съответствува на пресечната точка с най-малката неотрицателна координата в посоката на включваната променлива. Ако тази коорди- ната е една и съща за няколко базисни променливи, която и да е от тях може да бъде избрана за изключвана променлива.
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Изборът на изключваната променлива се извършва с помощта на симплекс-таблицата. За целта в стълба, който съответствува на въвежданата променлива - в случая х1, се задраскват отрицателните и нулевите коефициенти на ограниченията. След това се изчисляват от-ношенията на константите в десните части на ограниченията към съот-ветните елементи на стълба. Минималното от тези отношения определя изключваната променлива.

След проверката на условията за оптималност и допустимост на-чалната симплекс-таблица получава следния вид
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където (i, j) означава j-тия елемент от г-тия ред  По-нататък i ще прие-

ма някоя от "стойностите" х1, х2,..., xn-m, s1,s2,...   ,
sm, J, нататък г ще

прие-

{J, j) ще означава У-тия елемент от уравнението (реда) на J.

В изпълнение на тези стъпки новото базисно решение се определя чрез изключване на въвежданата променлива от всички уравнения, с изключение на водещото. След изпълнението на първата стъпка нови-ят ВЕ в новия ВР е равен на единица, а след изпълнението на втората стъпка останалите коефициенти от новия ВС са равни на нула. Новата симплекс-таблица, получена след въвеждането на x1 и из-

ключването на s2 с помощта на съотношенията по-горе, е от вида
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BE

Стълбът, който съответствува на включваната променлива, се на-рича водещ (въвеждан, включван) стьлб (ВС). Редът, свързан с изключваната променлива, се нарича водещ ред (ВР ) или водещо уравнение, а елементът, който се намира на пресичането на ВС и ВР, се означава като водещ елемент

(BE).

Въведените понятия се използуват за определянето на новото ба-зисно решение, съответствуващо на новите небазисни променливи, по метода на Гаус-Джордан (метод на изключването). Този метод изменя базиса , като

използува двустъпкова изчислителна процедура:

1. Определяне на елементите j на новия водещ ред нов ВР (j) (т.е., на реда в новата таблица, който съответствува на ВР в предишната таблица)

нов ВР (j) -  (стар ВР (У))/ВЕ.

Определяне на елементите на всички останали редове, включи-телно 

на реда за J 

нов ред (i,j) = стар ред (i,j)  - (стар ВС (i)) X  (нов ВР (j)),




	Например елементът от реда на s1 в стълба на х2
	(j = 3) е получен
	ка
	

	кто следва:
	
	
	

	
	
	
	


нов ред (s1,3) =  стар ред (s1;3) - (стар ВС (s1)) X  (нов ВР (3)) =

= 3-2.1/2 = 2

Вижда се, че в новото решение х1 = 6, x2 = 0, J = 24. Това е точка В на фиг. 3.1. Стойностите на всички базисни променливи, когато небазисни са променливите х2 и s2, ca получени в стълба "Решение".

Новата таблица се обработва по същия начин, както предишната. Според условието за оптималност, за включвана променлива се избира x2. Условието за допустимост определя s1 като изключвана променлива, на която съответствува минималното отношение 3/2. Следователно в новото базисно решение х2 ще има стойността 3/2 и целевата функция Ще нарастне с

(3/2) X (1) = 3/2.

Съотношенията от двустъпковата процедура, от който се опреде-лят елементите на новата симплекс-таблица, са следните нов ВР

(j) = (стар ВР (J))/2 нов ред (x1, j) = стар ред (х1,j) - (1/2)х (нов ВР (j)) нов ред (s3, j) = стар ред (s3, j) - (3/2) х (нов ВР (j)) , нов ред (s4, j) = стар ред (s4, j) - 1х (нов ВР (j)) нов ред (J, j) = стар ред (J, j) - (-l)x (нов ВР (j)). След изчисленията се получава следната таблица

	БПР
	J
	x1
	x2
	s1
	s2
	s3
	s4
	
	Оптимално
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	1
	0
	0
	1/2
	
	3/2
	0
	0
	251/2
	
	

	
	0
	0
	1
	1/2
	
	-1/2
	0
	0
	ll/2
	
	51/4
	

	x2
	0
	1
	0
	-1/4
	
	3/4
	0
	0
	3/4
	
	1/2
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	5
	1
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	0
	0
	0
	-3/4
	
	5/4
	1
	0
	
	
	
	

	
	0
	0
	0
	-1/2
	
	1/2
	0
	1
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


В уравнението за J всички коефициенти при небазисните промен-ливи са неотрицателни. Следователно това е последната таблица, която съдържа оптималното решение х1*= 51/4, x2*= l1/2, J* = 251'2, предста-вено от точка С на фиг.3.1. Вижда се, че стойността на J се увеличава от 24 в предишната таблица на 251/2. Това увеличение е резултат на на-растването на x2 от 0 до 3/2, което, както се вижда от предпоследното уравнение на J, внася в J допълнително стойността (3/2) х (1) = 3/2

Разгледаният пример показва, че стълбът на целевата функция J в симплекс-таблицата не се променя. Поради това той е отстранен от таблиците по-нататък.

Направеното разглеждане позволява да се систематизират стъп-ките на прекия симплекс-метод:

Стьпка 0. Определя се начално допустимо базисно решение, ка -то се използува стандартната форма на модела с неотрицателни десни части.

Стьпка 1. Избира се включвана променлива сред текущите неба-зисни променливи, като се използува условието за оптималност. Ако няма текуща небазисна променлива, нарастването на която подобрява стойността на целевата функция, изчисленията се прекратяват. Иначе се преминава към стъпка 2.

Стьпка 2. Избира се изключвана променлива сред текущите ба-зисни променливи, като се използува условието за допустимост.

Стьпка 3. Определя се новото базисно решение, което съответ-ствува на новите състави на небазисните и базисните променливи. Преминава се към стъпка 1.

3.4. ИЗКУСТВЕНО НАЧАЛНО РЕШЕНИЕ

Когато всички ограничения са от вида < и дясната им част е неотрицателна, определянето на допустимо начално базисно решение е много облекчено - то се състои от всички остатьчни променливи. Когато обаче има ограничения от вида > или =, не е възможно веднага да бъде получено допустимо начално базисно решение. Такова решение може да бъде определено от предварителна изчислителна процедура, в която се използуват изкуствени променливи. Това са неотрицателни




променливи, конто се включват в лявата част на всяко уравнение, ко-ето не съдържа остатъчни променливи и играят ролята на остатъчни променливи. Тъй като те нямат смисъл в началния модел на решавана-та , задача (поради което са "изкуствени"), въвеждането им е допустимо, ако изчислителната схема води до оптимално решение, в което те са ра-вни на нула. Това се постига чрез въвеждане на наказания в целевата функция за използуването на изкуствени променливи. По-нататък се Представят два метода, конто се основават на използуване на наказания: М-метода (метод на наказанията)

и т.нар. двуфазен метод.

ЗАЛ. М-МЕТОД (МЕТОД НА НАКАЗАНИЯТА)

Методы- се представя с използуването на следния пример: Да се минимизира J = 5х1+ х2 при ограниченията
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моделът се записва в стандартната форма. Да се минимизира J = 5х1 + x2 ри ограниченията
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първото и второто уравнение няма остатъчни променливи, поради което в тях се въвеждат изкуствените променливи R1 и R2. Въвежда се и наказание в целевата функция за използуването на R1 и R2, като им е приписва голям коефициент М, М > 0 (задачата е за минимизация), резултат се получава следният разширен модел

Да се минимизира J = 5x1 + х2 + MR1 + MR2 ри ограниченията
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Тук има три уравнения и шест променливи, следователно в началното базисно решение 6 — 3 = 3 променливите трябва да са нулеви. Ако х, х 2 и х3 се положат равни на нула, веднага се получава R1 = 4, R2 = 9 ий' х4 = 6, т.е. допустимо начално решение.

Вижда се , че новият модел "принуждава" R1 и R2 да приемат ну. леви стойности. Тъй като R1 и R2 участвуват в J с голям положителен коефициент, a J се минимизира, оптимизационният метод, като търси минималната стойност на J, ще определи нулеви стойности на R1 и R2, в оптималното решение.

Ако в началната задача J се максимизира, на изкуствените променливи се приписва голям отрицателен коефициент - М, М > 0.

За да може да се използува познатата таблична форма на решаване на задачата, в която началното решение е записано в най-десния стълб на таблицата, R1 и R2 се изразяват чрез останалите променливи

R1 = 4 — 4x1 — х2,   R2 — 9 - 3x1 — 6x2 + х3

и се заместват в целевата функция J

J =5x1 + х2 + М(4 - 4х1 - х2) + М(9 - 3x1 - 6х2 + x3) = = (5 -

7М)х1 + (1 - 7М)х2 + Мх3 + 13М.

Уравнението на J в началната симплекс-таблица е

- (5 - 7М)х1 - (1 - 7М)x2 - Мх3 = 13М, 

в точката на началното решение ху - х2 = х3 =0, R1 = 4, R2 = 9 се получава J = 13M. 

Процесът на решение е показан в табл.3.1. Таблиците на отделяйте итерации се съставят в съответствие с правилата за прекия симплекс-метод. Тъй като се търси минимум на J, в базиса се включва тази променлива, която има най-голям положителен коефициент в уравнението на J. Оптимумът се постига на итерацията, при която всички небазисни променливи имат неположителни коефициенти в уравнение-то на J.

Символът 0, 1 или 2 до вертикалната стрелка показва номера на итерацията, в която означената променлива се включва в базиса.

Оптималното решение е х1*= 6/11 x2*= 20/11, J* = 50/11.

Тъй като в оптималното решение няма изкуствени променливи с положителни стойности, то е допустимото оптимално решение на началната задача. Ако началната задача няма допустимо решение, поне една изкуствена променлива ще е положителна в оптималното решение за разширения модел.




Таблица 3.1
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3.4.2. ДВУФАЗЕН МЕТОД

Използуването на големи стойности на М в метода на наказани-ята може да доведе до нечувствителност на изчислителния процес към началните стойности на коефициентите в целевата функция и оттам -До грешни резултати. Този недостатък е избегнат при двуфазния метод, в който решението се определя в две фази, без използуване на М > 0

— фаза 1. Въвеждат се изкуствени променливи за получаване на Допустимо начално решение. Съставя се нова целева функция J, която е сумата на изкуствените променливи и която се минимизира при началните ограничения, разширени с въведените изкуствени променливи. Ако минималната стойност J* на новата целева функция е нула, началната задача има допустимо решение и се преминава към фаза 2. В обратния случай, когато J* > 0, задачата няма допустимо решение и Изчисленията се прекратяват. 

— фаза 2. Оптималното базисно решение, получено в първата фа-за, се използува като стартово решение за началната задача. 

За разгледания пример в предишния раздел фазите са следните. 

Фаза 1. Новата задача, която се решава е Да се минимизира j = R1+ R2 при ограниченията

4х1 +  х2 + R1 = 4 Зх1 + 6х2 - х3

+ R2 = 9 x1 + Зх2 + х4 = 6 R1, R2, xi, >= 0, i = 1,4.
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Променливите R1, R2 в целевата функция J се изразяват чрез остана-лите променливи

J =R1 + R2 = (4 - 4х1 - х2) + (9 - 3x1 - 6х2 + х3) = = - 7х1-7х2 + х3 +

13. Начална симплекс-таблица е

	БПР
	
	x1
	x2
	х3
	
	R1
	R2
	х4
	
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	
	7
	7
	-
	
	0
	0
	0
	
	13
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	R1
	
	4
	1
	0 3
	
	1
	0
	0 0
	
	4 9
	

	R2
	
	6
	-
	1
	1
	0 0
	i
	1
	
	6
	

	x4
	
	3
	0
	
	
	
	0
	
	
	
	

	Може да се провери, че след две
	
	итерации се
	получава следното
	

	оптимално решение
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	БПР
	х1
	x2
	x3
	
	R1
	R2
	х4
	
	Решение
	

	J
	0
	0
	0
	
	-l
	-1
	0
	
	0
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	x1 x2
	1
	0
	1/21 0
	
	2/7
	-1/21
	0
	0
	5/7 8/7
	

	х4
	1
	-4/21 0
	0
	
	-1/7
	4/21
	1
	
	13/7
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	11/21
	
	
	
	1/7
	-11/21
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Тъй като J* = 0, задачата има допустимо решение и се преминава към втората фаза.

Фаза 2. Изкуствените променливи повече не са необходими и се отстраняват. От предишната таблица се записват уравненията на огра-ниченията
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ТЕЗИ уравнения са еквивалентни на уравненията в стандартната форма началната задача преди въвеждането на R1 и R2- Затова началната задача се записва във вида:

Да се минимизира J = 5x1 + х2 при ограниченията
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Тук има 4 — 3 = 1 небазисни променливи. Избирайки x3 като небази-сна променлива, х1, x2 и х4 са положителни, т.е. веднага се получава допустимо начално решение x1 — 5/7, x2 = 8/7, х4 = 13/7.

След заместване на базисните променливи x1 и x2 целевата функция, при което се използуват уравненията на ограниченията, се получава
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	Началната симплекс-таблица е
	
	от вида
	
	
	

	
	БПР
	x1
	x2
	I
	x4
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	xз
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	J
	0
	0
	1/21
	0
	33/7
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	x1
	1
	0 0
	1/21 -
	0 0
	5/7
	

	
	х2
	1 0
	0
	4/21
	1
	8/7
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	<—
	х4
	
	
	11/21
	
	13/7
	

	
	
	
	
	
	
	
	


	Тук включвана променлива е хз,
	
	а изключвана -
	х4, при което се
	

	получава следната симплекс-таблица
	
	
	
	

	БПР
	x1
	x2
	x3
	x4
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	

	J
	0
	0
	0
	-1/11
	50/11
	

	
	
	
	
	
	
	

	x1
	1
	0
	0 0
	-1/11
	6/11
	

	x2
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	____ xз
	1
	0 0
	0
	4/11
	20/11
	

	
	
	
	1
	21/11
	39/11
	

	
	
	
	
	
	
	


Оптималното решение съвпада с определеното по М-метода. Остраняването на изкуствените променливи Ri при преминава-нето

към втората фаза е възможно, ако тези променливи са небазисни.

Има случаи обаче, когато една или повече изкуствени променливи оста-ват базисни, но с ну лева стойност в края на първата фаза. Тогава те се включват в началното решение на втората фаза, като изчислителният процес се измени така, че да не могат да приемат положителни стой-ности в следващите итерации. Тук са възможни три случаи. Ако кое-фициентът във водещия стълб, който съответствува на реда на такава променлива е положителен, то той е BE, тъй като определи точката на пресичане с минимална ( нулева) координата и изкуствената променлива е изключвана променлива, т.е. на следващата итерация тя вече е небазисна. Ако този коефициент е равен на нула, редът на изкуствената променлива не се променя, т.е. нулевата и стойност се запазва, което се вижда от съотношението за определяне на нов ред. И накрая, ако кое-фициентът е отрицателен, прилагането на съотношението за пресмята-не на новия ред би направило стойността на изкуствената променлива положителна. За да се избегне това, правилото за минималното отношение се нарушава, като за BE се избира отрицателният коефициент. Това обаче не нарушава допустимостта на решението, тъй като изкуствената променлива, конто съответствува на новия водещ ред, пак ще има нулева стойност, а вследствие на това стълбът "Решение" ще остане непроменен на следващата итерация (т.е. допустим).

От изложеното се вижда, че в първия и третия случай изкуствената променлива се изключва от базисните променливи и става небазисна, а във втория случай тя запазва нулевата си стойност като базисна променлива.

3.5. ДУАЛЕН СИМПЛЕКС-МЕТОД

Един клас задачи на ЛП, в който ограниченията са от двата вида <= и >=, могат да бъдат решавани без въвеждане на изкуствени про-менливи, като се използува дуалният симплекс- метод. За разлика от прекия симплекс-метод, при който началното решение е допустимо и неоптимално, процедурата на дуалния метод започва с оптимално, но недопустимо решение. Основната идея се показва със следния пример:

Да се минимизира J = Ах1 + Зх2 при ограниченията
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Задачата се записва в стандартната форма на дуалния симплекс-метод, като за целта всички неравенства се преобразуват във вида < и




се въвеждат остатъчни променливи. В случая се получава следната задача:

Да се минимизира J = 4х1 + Зх2 при ограниченията
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където х3, х4 и х5 са остатъчни променливи.

Вижда се , че началното базисно решение х3 = —4 х4 = —9 и х5 = 6 е недопустимо и оптимално ("по-добро" от оптималното), защото J = О, а това е минималната възможна стойност при и положителни коефициенти на J. На фиг.3.2 това решение определя точката О.
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На следващите итерации недопустимото решение се премества към допустимата област, като се запазва оптималността му. Процесът се Прекратява на итерацията, на която за първи път се получава допустимо решение. В разглеждания пример на първата итерация се определи Решението в точка А, X = [0, 3/2], което е все още недопустимо, а на втората - решението в точка В, X* = [5/7, 8/7], което е допустимо и °птимално. Съответните стойности на целевата функция са J (А) = 9/2 и J {В) = 44/7. Вижда се, че J (О) < J (А) < J (В) = J*, т.е. недо-пустимите решения са "по-добри" от оптималното допустимо решение Х*. Вижда се също, че и при дуалния симплекс-метод се определят

ъглови точки (недопустими и накрая - допустима), което позволява из-ползуването на същите операции за преобразуване на редовете, както при прекия симплекс-метод. Различен е обаче начинът на определяне на включваната и изключваната променлива.

Началната таблица за дуалния симплекс-метод, която съответ-

ствува на точката О на фиг.3.2, е следната ___________________________

	
	БПР
	1
	
	
	
	
	
	
	Решение

	
	
	
	x1
	
	x2
	xз
	x4
	xs
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	J
	-
	4
	-
	3
	0
	0
	0
	0

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	хз
	
	-
	4
	-
	1
	1
	0
	0
	-4

	«-
	x4 x5
	-  3
	
	-  6
	0
	1
	0
	-9 6

	
	
	
	1
	
	3
	0
	0
	1
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Вижда се, че редът на J удовлетворява условието за оптималност при минимизация. По-нататък е необходимо отрицателните базисни променливи хз и х4 да бъдат отстранени от решението, за да се осигури неговата допустимост. На всяка итерация изключваната променлива се избира според емпирично правило, наричано най-често

условие за допустимост: Изключвана променлива е отрицател-ната базисна променлива с най- голяма абсолютна стойност (най-не-

допустимата). Ако тази стойност е еднаква за няколко отрицателни променливи, която и да е от тях може да бъде изключвана променлива. Ако всички базисни променливи са неотрицателни, изчисленията се прекратяват.

В таблицата по-горе се изключва променливата х4.

Включваната променлива се избира така, че да се запази оптимал-ността на новото базисно решение. За целта се образуват отношенията на коефициентите в уравнението на J към съответните коефициенти във ВР, като се отстраняват тези отношения, конто имат положителен или нулев знаменател.

Изборът се извършва според следното правило, определяно като

условие за оптималност: включвана променлива е небазисната про-

менлива, на която съответствува най- малкото отношение, ако задачата е за минимизация, или отношението с най- малка абсолютна стойност, ако задачата е за максимизация. Ако всички отношения имат положителен или нулев знаменател, задачата няма допустимо решение.

примера по-горе отношенията, които се вземат предвид, са (-4)/(—3) 

(-3)/(-6) и по-малкото от тях определя х2 като включвана променлива. След преобразуване на редовете с използуване на познатИ-те съотношения се получава следната таблица: 




	
	БПР
	
	1
	x2
	xз
	x4
	x5
	Решение
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	x1
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	J
	
	-5/2
	0
	0
	-1/2
	
	0
	9/2
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	хз
	
	-7/2
	0
	1
	-1/6 0
	
	0
	-5/2
	
	

	
	
	
	x2 x5
	
	1/2
	1
	-1/6 0
	
	
	0
	3/2
	
	

	
	
	
	
	
	
	-1/2
	0
	1/2
	
	
	1
	3/2
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Решението е оптимално, но все още недопустимо (х3 = —5/2). То определя точката А на фиг. 3.2. По-нататък изключвана и включвана

	променливи са съответно х3
	и х 1 , при което се получава таблицата
	

	БПР
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	Решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	0
	0
	-5/7
	-8/21
	0
	44/7
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	x1 x2
	1
	0
	-2/7
	1/21
	0
	5/7
	

	x3
	0
	1
	1/7
	-4/21
	0
	8/7
	

	
	0
	0
	-1/7
	11/21
	1
	13/7
	

	
	
	
	
	
	
	
	


Решението х1*= 5/7, x2*= 8/7, J* = 44/7 е оптимално и допустимо. То определя точката В на фиг.3.2.

Използуването на дуалния симплекс-метод е ефективно при анализа на чувствителността, особено когато след получаване на оптималното решение в условието се въвежда ново ограничение.

3.6. СПЕЦИАЛНИ СЛУЧАИ

При приложенията на прекия симплекс-метод могат да възникнат четири специални случаи, които се обсъждат по-нататък.

3.6.1. ИЗРОДЕНОСТ НА РЕШЕНИЯТА

Когато се проверява условието за допустимост, може да се окаже, че за две или повече променливи се получава едно и също минимално отношение на стойността на решението към коефициента на променливата от ВС. Това означава, че на следващата итерация една от тях, избрана произволно, ще бъде небазисна променлива, а другата или дру-гите ще бъдат базисни, но с нулеви стойности. Такова базисно решение се нарича изродено. То не променя нищо в изчислителната схема на Метода, но показва, че в модела има поне едно излишно ограничение. Например в задачата

Да се максимизира J = 12х1 + Зх2

при ограниченията
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лесно се проверява, че първото ограничение е излишно (фиг.3.3). През точката 4 на оптималното решение преминават три прави, а за идентифицирането му са доста-тъчни две. Именно тази преопределеносщ на оптималното решение показва, че едно от ограниченията е излишно.

Вследствие на изродеността се полу-чават съседни итерации с еднакви стой- ности на целевата функция J, различава-щи се само по състава на базисните и не-базисните си променливи. При това, до-като изродеността се запазва (възможна е временна изроденост на базисни решения), на такива съседни итерации се получават еднакви стойности и за всички променливи, независимо от различното им класи-фициране на базисни и небазисни променливи.

Появата на съседни итерации с еднакви стойности на J може да бъде

съпроводена от зацикляне, т.е.

от безкрайно повтаряне на една и съща последователност от итерации. Тъй като такива случаи са твърде редки, специални средства за пре-дотвратяване на зациклянето в повечето програми не се използуват.

3.6.2. АЛТЕРНАТИВНИ ОПТИМАЛНИ РЕШЕНИЯ

Когато целевата функция J e успоредна на ограничение, което в точката на оптимума се превръща в точно равенство (свързващо огра-ничение), тази функция има една и съща оптимална стойност J* в безкрайно много точки на допустимото пространство, конто се наричат алтернативни оптимални решения. На фиг.3.4 всяка точка от сегмента ВС е алтернативно оптимално решение.

Както е известно, симплекс-методът определя само ъглови точки като оптимални решения. Да допуснем, че най -напред е определено оптималното решение в точка В , в която x1 e небазисна променлива, x1 = 0. В съответната симплекс-таблица съществуването на алтернативни оптимални решения се разпознава по това, че единствената променлива (x1), която може да бъде включвана в базиса, има нулева стойност




Фиг. 3.4.
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на коефициента си в уравнението на J. Следователно включването и в базиса не променя J, а изменя само стойността на другите променливи xi. На новия набор от стойности х i*, конто определят ъгловата точка С, съответствува същата стойност J*, както в точка В.
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Всяка точка (х1, х 2) от сегмента ВС може да се представи като средно претеглено на точките В и С
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Информацията за наличие на алтернативи е твърде полезна при анали-зите на решенията за практиката. При една и съща стойност на J дали Да се изпълнява една дейност, или да се развиват две (точки В и С на фиг.3,4) може да бъде решено, като се вземат предвид и други фактори, невключени

модела. 

НЕОГРАНИЧЕНИ РЕШЕНИЯ 

някои задачи пространството на решенията в една или повече посоки не е ограничено, т.е. стойностите на съответните променливи могат да нарастват до безкрайност, което води до безкрайно нараства-не или намаляване и на целевата функция J. Това свидетелствува, че 

моделът на задачата не е коректен, не е отчетено някакво ограничение Например в задачата

Да се максимизира J = x1 + 3x2 при ограниченията
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променливата х1 може да нараства безкрайно, без да се нарушават огра-ниченията, при което и функцията J нараства неограничено.
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При ограничения от вида неограничеността се разпознава по следния начин. Ако на някоя итерация има небазисна променлива, чи-ито коефициенти във всички ограничения са неположителни, простран-ството на решенията в съответната посока е неограничено . Очевидно променливата влиза в ограниченията с отрицателни или нулеви коефициенти и може да нараства неограничено, без да се нарушават ограниченията. Ако освен това нейният коефициент в уравнението на J e отрицателен (положителен), целевата функция също нараства (намаля-ва) неограничено.

3.6.4. ОТСЪСТВИЕ НА ДОПУСТИМЫ РЕШЕНИЯ

Ако едновременното изпълнение на всички ограничения е невъ-зможно, допустими решения не съществуват. Това може да се случи ако освен от вида[image: image3.jpg]


в модела има ограничения и от другите два вида. В такива случаи се използуват остатъчни променливи, променливи на излишъка и изкуствени променливи. Както беше показано, изкуствени -те променливи се нулират в резултат на прилагането на изчислителната схема само ако съществува допустимо решение. В обратния случай по-не една от изкуствените променливи ще има положителна стойност на последната итерация, водеща до оптимума.
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Отсъствието на допустими решения също показва, че моделът е съставен некоректно и трябва да се коригира.

АНАЛИЗ НА ЧУВСТВИТЕЛНОСТТА ПО СИМПЛЕКС-ТАБЛИЦАТА 

Симплекс-таблицата съдържа твърде важна информация, която може да бъде получена непосредствено или чрез несложна обработка. Възможностите ще бъдат показани, като се използува решената вече задача:

Да се максимизира J = 4x1 + Зх2




при ограниченията
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Симплекс-таблицата на оптималното решение е

	БПР
	x1
	x2
	s1
	s2
	s3
	s4
	Оптимално
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	решение
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	J
	0
	0
	1/2
	3/2
	0
	0
	251/2
	

	x2
	0
	1
	1/2
	-1/2
	0
	0
	11/2
	

	x1
	1
	0
	-1/4
	3/4
	0
	0
	5 1/4
	

	s3
	0
	0
	-3/4
	5/4
	1
	0
	53/4
	

	s4
	0
	0
	-1/2
	1/2
	0
	1
	11/2
	


3.7.1.  ОПТИМАЛНО РЕШЕНИЕ

Променливите, конто не са включени в стълба "базисни променливи", са нулеви. Оптималното решение е в най-десния стълб и решенията, конто се вземат, са да се произвеждат х1* =51'4 тона от първия продукт и х2*= 11/2

тона от втория продукт за денонощие, при което печалбата за денонощие е J* = 251/2 хил.лева.

3.7.2.  СЪСТОЯНИЕ НА РЕСУРСИТЕ

Предполага се, че за ресурсите са установени горни границы на запа-сите им. Затова ограниченията за ресурсите са от вида <. Ограниченията от вида > не се отнасят до ресурси, а описват друг вид изисквания.

Стойностите на остатъчните променливи si в таблицата позволяват да се направят следните изводи:

s1 = 0, ресурсът А е дефицитен; s2 = 0, ресурсът В е дефицитен;

s3 = 53/4, ресурсът "граница на повишеното търсене на първия продукт в сравнение с втория" не е дефицитен;

s4 = I 1'2, ресурсът "граница на търсенето на втория продукт " не е дефицитен.

Променливите s3 и s4 са свързани с ресурси "търсене на продукция". Търсенето може да се разглежда като ресурс, защото повишеното Търсене е еквивалентно на увеличено участие на пазара, което създава

допълнителни финансови възможности на производителя да увеличават запасите на другите ресурси.

Ресурсите 3 и 4 са недефицитни, т.е. увеличаването на запасите им ще ги направи още по-недефицитни, без това да измени стойността на J*.

Ресурсите, конто позволяват да се подобри решението, са А и B На кой от тях да се даде предимство при влагането на допълнителни средства за повишаване на запаса му?

3.7.3. ЦЕННОСТ НА РЕСУРСИТЕ

Ценността (дуалната цена) се характеризира с нарастването на оп-тималната стойност ./*, предизвикана от увеличаването на даден ресурс с единица обем. При графичното решаване на задачата бяха определени следните ценности:

y1 = 1/2 хил.лева на един тон увеличен запас на А; y2 = 3/2 хил.лева на един тон увеличен запас на В;

y3=У4 = 0.

Тази информация се съдържа в симплекс-таблицата на оптимал-ното решение, в коефициентите на уравнението за J при променливите на началния базис[image: image4.jpg]


 Вижда се, че тези коефициенти имат стойностите 1/2, 3/2, 0 и 0, т.е. те са равни на съответните дуални цени.

[image: image63.jpg]


От уравнението на J се записва

[image: image64.jpg]



т.е. увеличаването на s1 с един тон, което е еквивалентно на намалява-нето на запаса на А с един тон, води до загуба 1/2 хил.лева на тон.

Ценността на ресурса не е равна на цената, по която може да се за-купи този ресурс. Тя характеризира количествено ценността на ресурса относително получена оптимална стойност J*. Ето защо тази ценност се нарича често "дуална цена", "цена в сянка" или "скрита цена". В разглеждания пример дуалната цена на ресурса А е 1/2 хил.лева на тон.

МАКСИМ А ЛНО ИЗМЕНЕНИЕ НА ЗАПАСА НА РЕСУРСА 

Нека запасът на първия ресурс А се изменя с[image: image5.jpg]


, т.е. става равен на[image: image6.jpg]


. Как ще се изменят симплекс-таблиците? Ако се въведе[image: image7.jpg]


 в дясната част на първото ограничение на началната симплекс-таблица и се изпълнят итерациите, само десните части ще се променят, тъй като десните части не се използуват като водещи елементи. Би могло да се види, че тези изменени десни части съдържат:

[image: image65.jpg]
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а) постоянните стойности, получени на съответните итерации в десните части, преди въвеждането на изменението

[image: image67.jpg]


б) част, която е пропорционална на[image: image8.jpg]


с коефициенти на пропор-ционалност равни на коефициентите при s1 в съответните итерации. За разлеждания пример изменените десни части са показани в следната

таблица

[image: image68.jpg]



Подобно, ако се разглеждат изменения на десните части на вто-рото, третото и следващите ограничения, в корекциите ще участвуват коефициентите при променливите s2, s3 и т.н.

[image: image69.jpg]



Тъй като изменението се отразява само на десните части, то би могло да влияе само на допустимостта на решенията. Стойността би трябвало да бъде такава, че всички базисни променливи в оптимал-ната симплекс-таблица да са неотрицателни. За разглеждания пример се получават следните условия:
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конто се удовлетворяват в областта Следователно ба-зисните променливи в началното оптимално решение се запазват при максимална и минимална стойност на запаса на ресурса А равни съ-ответно

	на  18  и  12.  За  всяко
	от  определения  интервал стойностите  на  новото

	оптимално  решение  се
	пресмятат  с  използуване  на  съотно-шенията  от


десния стълб на таблицата по-горе. Измененията на извън допустимия интервал биха довели до недопустими стойности на старите базисни променливи и до нов набор от базисни променливи.

МАКСИМАЛ НО ИЗМЕНЕНИЕ НА КОЕФИЦИЕНТИТЕ НА МАРГИНАЛНАТА (СПЕЦИФИЧНАТА) ПЕЧАЛБА ИЛИ НА МАРГИНАЛНИТЕ (СПЕЦИФИЧНИТЕ) РАЗХОДИ 

При геометричното решаване на задачата беше показано, че при определени изменения на коефициентите на целевата функция J опти-малните стойности х1* се запазват. Какви са допустимите изменения на коефициентите на J?

Тъй като уравнението за J никога не е водещо уравнение, изме-ненията на коефициентите влияят само върху него. Нека например, коефициентът на маргинална печалба от първия вид продукция х1 се измени с[image: image9.jpg]


1, т.е.
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Ако това изменение се въведе в началната таблица и се изпълнят всички итерации, в последната таблица се получава следното уравнение за J
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Вижда се, че коефициентите при базисните променливи в уравне. нието за J остават нулеви, а в коефициентите при небазисните про. менливи се появяват корекции, пропорционални на d1. Коефициентите на пропорционалност са равни на коефициентите при съответните не-базисни променливи в уравнението на хг ( вж. оптималната симплекс-таблица), т.е. в уравнението на тази променлива, чийто коефициент в целевата функция се е променил.

Оптималните стойности хi* на началното решение няма да се про-менят при такива изменения di, конто удовлетворяват условието за не-отрицателност на коефициентите при небазисните променливи в ура-внението за J (задачата е за максимизация). Следователно трябва да се изпълняват условията
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откъдето за допустимите стойности на di се получава
От-

тук максималната и минималната допустима стойност на коефициента при са4 + 2 = 6 и 4-2 = 2. Новата стойност на целевата функция е

Направеното разглеждане е справедливо, когато променливата xi, чийто коефициент се променя, е базисна, т.е. за която в оптималната таблица има уравнение. Чрез проследяване на изчисленията в отдел ните итерации може да се провери, че ако се измени с[image: image10.jpg]


коефициентът при небазисна променлива, в последната таблица ще се промени само коефициентът при тази променлива в уравнението на J. Това е така, защото съответният стълб не се избира за водещ. При това коефици-ентът при променливата в уравнението на J в оптималната таблица се намалява с толкова, с колкото се е увеличил в целевата функция. Ако например коефициентът при s1 в J се увеличи от 0 до , уравнението на J в таблицата на оптималното решение е ____________________
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Следователно оптималното решение х1* не се променя, ако се из-пълнява условието
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МАТРИЧНА ФОРМА НА СТАНДАРТНИЯ МО ДЕЛ 

БАЗИСНИ РЕШЕНИЯ 

Задачата на ЛП, записана в стандартна форма, може да се пред-стави в следния матричен вид:

Да се максимизира (минимизира) J = СХ при ограниченията
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където

a I e единична матрица с размерност т х т. Предполага се, че дясна-та част е неотрицателна, когато се използува прекият симплекс-метод. В n-те елемента на вектора X са включени остатъчните променливи, променливите на излишъка и изкуствените променливи, подредени та-ка, че последните т елемента представят променливите в началното базисно решение. Именно това предизвиква появата на матрицата I в уравнението на ограниченията по-горе.

Пример.3.2. Разглежда се задачата

Да се минимизира J = 3x1 + 4x2 + 6x3 при ограниченията
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След въвеждане на променливата на излишъка х4, на изкуствените про-менливи х5 и х6 и на остатъчната променлива х 7 задачата се представя в следната стандартна матрична форма
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Да се минимизира

при ограниченията
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Ьекторите и матриците са определени по следния начин:
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Линейната система уравнения на ограниченията може да се запи-ше във вида
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където Pj е j-тият вектор-стълб на матрицата [А, I]. За определяне-то на базисно решение п — т променливи се полагат равни на нула. Останалите т променливи са базисни, ако векторите PJ; на конто те съответствуват, са линейно независимы. Всеки т линейно независими вектори, произволно избрани сред P1, Р2р, ...,Рn съответствуват на базисно решение на системата, т.е. на ъглова точка на допустимата област. Избраните т вектора съдържат базис и образуват неособена (неизродена) матрица, съответствуваща на базиса.




В разгледания пример по-горе m = 3, n = 7 и базисът се съетои от 3 вектора. Останалите 7-3 = 4 променливи се полагат равни на нула. Нека х4 = х5 = х6 = х7 = 0. Тогава стъпбовете P1, Р 2 и Р3, свързани с променливите x1,

x2 и х3
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образуват базис тогава и само тогава, когато матрицата
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е неособена. Тъй като детерминантата на В е различна от нула (detB -20), матрицата В е неособена и системата
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има единствено решение x1 = 51/20, х2 = 43/20, х3 = 3/20. Следователно базисното решение [51/20,

43/20, 3/20, 0, 0, 0, 0] определя ъглова точка на пространството на решенията [А,I]Х = b.
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Вижда се, че векторите Р4 = [—1,0,0]т и Р5 = [1,0,0]т не могат да бъдат включва-ни едновременно в някакъв базис, тъй като те са линейно зависими, Р4 = — Р5

	На фиг.3.5 двумерните вектори P1  = [1,2] и
	
	

	Р2  = [2,1] са независими, а векторите P1  и Р3  =
	
	

	[2,4] или P1  и Р4  = [-1/2,-1] са линейно зависими
	
	

	Р3   =  2Р 1   и  Р4   =  -1/2P1.  Следователно  само
	
	

	двойката вектори P1 и Р2 може да образува базис.
	
	

	Вижда се, че линейно зависимите вектори лежат
	
	

	върху една права. Казаното е вярно и за два m-
	Фиг. 3.5.
	

	мерни вектора.  В общия случай m вектори
	
	

	
	
	


Pj с размерност га са линейно независими, ако не лежат върху хипер равнина в m-мерното пространство.

3.9. МАТРИЧНА ФОРМА НА СИМПЛЕКС-ТАБЛИЦА ТА

Нека Х1 и Х2 са съответно небазисните променливи и промен- ливите свързани с началния базис, а С1 и С2 - частите на вектора С, конто съответствуват на X1 и Х2. Тогава уравнението на целевата функция е

J — C1X1 — C2X2 = О,

а задачата на ЛП се записва в следната стандартна форма:
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На която и да е итерация, нека Хв е векторът на базисните про-менливи, а В - базисът, който сьответствува на Хв, т.е. матрицата от т стълба (вектори) Р., на [А, I], конто са свързани с променливите хj от Хв. Тъй като останалите променливи са равни на нула, за текущото решение се получава
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където Св се състои от елементите на С, свързани с Хв. Последните две съотношения могат да се запишат като матрично уравнение
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Като се използуват формулите за обръщане на блочна матрица, пред-ставени в края на раздела, се получава
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В последното съотношение векторът
може да бъде изразен чрез
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стандартната форма по-горе, при което     се получава
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След извършване на съответните матрични операции се получава
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което определя общата симплекс-таблица на която и да е итерация във вида

	БПР
	X1
	х2
	Решение
	

	
	
	
	
	

	J
	CBB-1A-C1
	СвВ   — С2
	свв_1b
	

	Хв
	B-1A
	в
	-1
	-1b
	

	
	
	
	
	в
	


Тази обща таблица е напълно еквивалентна на симплекс-табли-ците на всеки от вариантите на симплекс-метода. Тя може да бъде пре-сметната на всяка итерация, ако са известии обратната матрица В"1 на базиса В, който съответствува на текущите базисни променливи Хв и началните данни на задачата. Например, ако всички допълнително въведени променливи са

остатьчни, началната таблица за прекия симплекс-метод се получава, като се положат Хв — Х2, В = В-1 = I, СВ = С2 = О във вида


	БПР
	X1
	Х2
	Решение


	J
	-С1
	0
	0
	

	х2
	А
	I
	b
	

	
	
	
	
	


Да припомним, че на началната итерация базисни променливи са остатъчните променливи, конто участвуват с нулеви коефициенти в це-левата функция, (С2 = О), а останалите променливи са небазисни, т.е. са нулева стойност, поради което J = 0.

Едно съпоставяне с началната таблица, използувана в т.3.3, показва, че последната се представя в матрична форма именно от таблицата, получена по-горе.

Когато в стандартния модел са включени изкуствени променливи, С2 = [—М, — М,. ..., — М), ако решението се определя по М-метода, или С2 = [1,1,..., 1], ако се използува двустъпковият метод. Тогава началната таблица се получава, като се положат Хв = Х2, В = В-1 = I, Св = С2 във формата

	БПР
	X1
	Х2
	Решение
	

	
	
	
	
	

	J
	С2А - C1
	0
	С2b
	

	х2
	А
	I
	b
	

	
	
	
	
	


Съпоставянето с началните таблици за двата метода, използувани в т.3.4.1 и т.3.4.2, показва, че тези таблици се представят коректно в матрична форма от току що подучената таблица.

При определянето на таблицата в матрична форма бяха използувани формули за обръщане на блочна матрица, конто се извеждат по следния начин.

Нека N е търсената обратна матрица на блочната матрица М


където се предполага, че detMn 0 и р + q = п . A K , I N означава единична n-мерна матрица от условията MN = 1n И NM = 1n следват съотношенията

	M11N11+M12N21 =Iр
	(1)   N21M„+N22M21 = 0(qХр)
	(3)

	M„N12+M12N22 = 0(pXq)
	(2)   N21M12 + N22M22 = Iq
	(4)

	От (3) се изразява N21, N21 = -N22M21M11-1 и след заместване в (4) се получава

	
	N22(-M21M11-1M12 + М22) = Iq
	

	или
	
	

	N22 = D-1, където D = М22 - M21M11-1M12.
	

	След заместване на N22
	в (3) и в (2) се определят
	


N21 = -D-1М21М11-1 и N12 = -M11-1M12D-1, а след

заместване на N21 в (1)

N11 = М11-1 + M11-1M12D-1M21M11-1

В разглеждания по-горе случай блочната матрица М е от вида


при което

D = M22-M21M-1M 12 = B, N11 = 1,N21 = 0, N12 = -l(-CB)B-1 = CBB-1, N22=B-1

и за обратната блочна матрица се получава




ЗЛО. МОДИФИЦИРАН ПРЯК СИМПЛЕКС-МЕТОД

Стандартната матрична форма на общата симплекс-итерация в т 3.9 се отнася както за прекия, така и за дуалния метод. Всички еле -менти на таблицата се получават, като се използуват само началните данни в стандартната форма и обратната матрица В-1. Именно на Taзи възможност се основава модифицираният симплекс- метод. При това двата модифицирани симплекс-метода - прекия и дуалния, се различават само по начина на избор на включвани и изключвани вектори, като всички останали изчисления са едни и същи. Тук ще бъде разгледан модифицираният пряк симплекс-метод. Модифицираният дуален метод може да бъде получен по подобен начин, като се използуват съответните условия за оптималност и допустимост.

Основното предимство на модифицирания метод е повишената то-чност. Докато обикновената процедура на Гаус -Джордан за преобразу-ване на редовете води до неуправляемо натрупване на грешки от закръ-гляване при задачи с по-голяма размерност, такива грешки при модифицирания метод възникват само при определянето на В-1 и те могат да бъдат управлявани. В някои случаи е възможно също да се намали броят на изчисленията, тъй като матричните итерации позволяват да се определят не всички, а само необходимите елементи на симплекс-та-блицата.

Необходимо е да се отбележи, че модифицираният симплекс-метод използува същите стъпки, както обикновения симплекс-метод.

Най-напред ще бъде разгледан начин на определяне на текущата обратна матрица В-1.

На всяка итерация вектор-стълбът от текущия базис, който съ-ответствува на изключваната променлива, се заменя с вектор-стълб, съответствуващ на включваната променлива. С други думи, текущият базис В се различава от новия базис Внов на следващата итерация със един стълб. Нека са известии В и В-1 и нека векторът Рг на текущия базис В се заменя с Ру, т.е. Р, е включван вектор в базиса, аР, - из-ключван вектор. За да се извърши тази замяна, се образува матрицата F

F = [e1,e2,... ,e r _ 1 a j ,e r + 1 , ... ,em],

където еi са единични вектор-стълбове, всичките елементи на конто са равни на нула с изключение на г'-тия елемент, който е единица, а векторът аj = B _1Pj. Тогава умножаването от дясно на текущия базис В по F води до новия базис Внов

ВНОВ =BF = B [ e 1 ,e 2 , . .. , e r _ 1 ,a J ,e r + 1 , . .. , е n ] =

=[Ве1Ве2,...)Вег_1ВВ-1РjВег+1,...,Веm],

Чийто първи г — 1 и последния т — г стълба са същите, както в базиса B, а r-тият стълб е равен на Рj Оттук, новата обратна матрица Внов-1

се определи от съотношението


където


а векторът[image: image11.jpg]


е от вида


което лесно се получава от условието EF = Im. Предполага се, че Ако[image: image12.jpg]


обратната матрица Внов-1 не стыцествува.

Пример 3.3. Зададени са матриците


Нека стълбът Р3 на В, Р3 = [0,0,2]т се заменя с Р = [3,2,7]т . Тогава


и за вектора[image: image13.jpg]


(при г = 3) се получава


Оттук


Нека В-1, и Е, означават съответните матрици на i-та итерация. На началната итерация В0 = I, поради което B0-1 = I. Очевидно

B1-1=E1I=E1,  B2-1 = Е2В1-1 = E2E1 Bi-1=EiBi-1-

1=EiBi-1...E1.




Полученото представяне е известно като мултиплша тивна форма на представяне на обратната матрица В-1.  Нейното голямо предим-ство е избягването на обръщането на матрицата В на всякн итерация, с което се преодоляват изчислителните трудности при лошо обусловени матрици В, намаляват се грешките от закръгляване и броят на изчи-

слителните операции.

Основната идея при модифицирания метод е да се Нзползува те-кущата обратна матрица В-1 за извършването на всички изчисления, свързани с определянето на включваната и изключваната променлива. Стъпките на модифицирания пряк метод са с-ыците, както при оби -кновения пряк симплекс-метод. Най-напред се задава нача^шият базис В — I и се определя свързаният с него вектор на коефициентите Св в целевата функция. Полага се В-1 = I.

Стьпка 1.   Определяне на включвания вектор Рj.   Изчислява се Y =

СBВ-1. За всеки небазисен вектор Ру се изчислява

zj
- cj  = YPj - cj

При максимизация (минимизация) като включван вектор Р, се избира този, на който съответствува най-голямата по абсолютна стойност от-рицателна (положителна) zj — cj. Ако всички получено

е  оптималното  решение,  което  се  определя  от  Хв  =  B-1b,  J  =  СвХв  В

обратния случай се преминава към стъпка 2.

Стьпка 2. Определяне на изключвания вектор Рг. При зададен включван вектор Ру се пресмятат:

Стойностите на текущите базисни променливи Хв = В_1b. 

Коефициентите в ограниченията при включваната в базиса про-менлива а3 = В-1Рj. 

Като изключван вектор Рг се избира този, за който се изпълнява 


където индексът г означава r-тия елемент на векторите В-1b .[image: image14.jpg]


 и . Ако всички , решението на задачата е неограничено

Стьпка 3.  Определяне на новия базис.  При известен Текущ базис В-1

се определи

Bнов-1=EB-1.

Полага се В-1 = Внов-1 и се преминава към стъпка 1.

От получената матрична форма на общата симплекс-итерация в т.1.3.9 се вижда, че на стъпка 1 на модифицирания алгоритъм се определят коефициентите zj — сj в уравнението на J, след което се прилага Условието за оптималност на прекия метод за определяне на включвания вектор. Вижда се също, че на стъпка 2 се използува условието за

допустимост, като за целта се пресмятат отношенията на десните части на уравненията към съответните коефициенти от стълба на включва-ната променлива, определен от а3 = В-1Рj.

Пример 3.4. Тук ще бъде решена задачата от т.3.3, като се изпод-зува модифицираният метод. След означаване на остатъчните промен-ливи с x3, x4, x5 и xб стандартната форма на модела е

Да се максимизира J = 4x1 + Зх2 при ограниченията

2хr + Зх2 + x3 = 15

2x1 + х2 + х4 = 12 -x1 + х2 + х5 = 2 х2 + х6 = 3 хi > 0, i = 1,6. Началното решение е XB = [x3,x4 ,xs ,x6 ] T , СB= [0,0,0,0], В = [Рз,Р4,Р5,Рб] = 1, В-1= I

Итерация 1

Стъпка 1. Определят се Y и коефициентите z1 — c1, z2 — с2 за небазисните вектори Р1 и Р2

Y = СвВ-1 = [0,0,0,0], I = [0,0,0,0]


Включваният вектор е Р[. Вижда се също, че за всички базисни про-менливи zj — cj — 0. В резултат на изпълнението на стъпка 1 са опреде-лени коефициентите на уравнението на J в началната симплекс-таблица от т.3.3.

Стъпка 2. Определя се изключваният вектор, при условие, че P1 се включва в базиса




В резултат на изчисленията са определени стълбът " решение" и стъл-бът с коефициентите при включваната променлива х1 в началната сим-плекс-таблица. След това се намира n = min{15/2,12/2, —, —} = 6, което съответствува на х4. Следователно изключваният вектор е Р4.

Стъпка 3. Определя се Внов-1. Тъй като P1 заменя Р4 и а1 = [2,2, - 1,0]т, за вектора B се получава


след което се определя


На новия базис съответствуват базисният вектор

ХB = [x3,x1,x5,x6]т и СB = [0,4,0,0].

Полага се В-1 = Внов-1

Итерация 2

Стъпка 1. Определят се коефициентите z2 — с2 и z4 — с4 за небази-сните вектори Р2 и Р4


Получените стойности съвпадат с тези на коефициентите в ура - внението на J от съответната таблица в т.3.3. Включваният вектор е

Стъпка 2. Определяне на изключвания вектор, при условие че Р2 се включва в базиса




Определени са стълбът "решение" и стълбът с коефициентите при включваната променлива х2 от съответната симплекс-таблица в т.3.3

n = min{3/2, 6/(1/2), 8/(3/2),3/1} = 3/2,

което съответствува на xs. Следователно изключваният вектор е Р3.

Стьпка 3. Определя се Bнов-1 Тъй като Р2 заменя Р3 и а2 = [2,1/2,3/2,1]т, векторът B е от вида


На новия базис съответствуват

XВ = [ х 2 , х 1 , х 5 , х в ] Т , Св = [3,4,0,0].

Полага се В-1 =Внов-1.

Итерация 3

Стьпка 1. Определят се коефициентите zj — cj за небазисните Рз и Р4.


Всички zj — cj > 0, следователно последният базис е оптимален.


Оптималното решение е


3.11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Базисните решения на системата уравнения, която описва огра-ниченията в стандартна форма, определят напълно ъгловите (екстре-малните) точки на пространството на решенията, една от конто съ-ответствува на оптималното решение на линейната задача. На този фундаментален резултат се основават прекият и дуалният симплекс-метод. При прекия метод се намира допустимо, но неоптимално начално решение, което се подобрява в итерационния процес и на последната итерация се определя оптималното решение. Дуалният симплекс-метод използува оптимално, но недопустимо начално решение, което остава такова до последната итерация, на която се определя допустимо оптимално решение.

В някои приложения възникват специални случаи - изроденост, алтернативни решения, неограниченост или нереализуемост на решенията. Докато изродеността най-често не се отразява на изчислителната процедура, а алтернативните решения създават възможности за допъл-нителни анализи, неограничеността и нереализуемостта на решенията изискват преосмисляне на началната формулировка и модела на зада-чата.

Освен оптималното решение симплекс- таблицата на последната итерация съдържа и друга информация, която е полезна при оценяване на състоянието и ценността на ресурсите и при анализи на чувствител-ността.

Общата симплекс-итерация може да бъде представена в стандартна матрична форма, всички елементи на която се определят от обра-тния базис В-1 и началните данни на задачата. Модифицираният сим-плекс-метод е изграден на тази основа, в резултат на което се намаляват срещките от закръгляване, а в някои случаи - и количеството на изчи-сленията, независимо от това, че стъпките на алгоритъма са същите, както при обикновения симплекс-метод.

