СПЕЦИАЛНИ МОДЕЛИ НА ЛИНЕЙНОТО ПРОГРАМИРАНЕ

В главата се разглеждат транспортният модел и модел на задача за декомпозиция. Транспортният модел намира широко приложение при съставяне на най-икономични планове за превози, както и при рe-шаване на задачи за управление на производства и запаси, съставяне на графици по смени, назначение на персонал и други.

Моделът на декомпозиция се използува за решаването на задачи с голяма размерност и с някои структурни особености, конто по друг начин са нерешими.

5.1. ТРАНСПОРТЕН МОДЕЛ

Транспортният модел е линеен модел, който може да бъде решен с използуването на симплекс-метода. Специалната му структура е позволила създаването на по-ефективен метод на решение, т.нар. тран-спортен метод, който може да се разглежда като модификация на симплекс-метода.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ПРИЛОЖЕНИЯ НА ТРАНСПОРТНИЯ МОДЕЛ 

Транспортният модел се използува за съставяне на най-икономични планове за превоз на продукция от един вид между няколко изходни пункта (източници, производители) и няколко пунктове за назначение (потребители). Целта е да се определят количествата продукция, кои-то би трябвало да се превозят от всеки изходен пункт (ИП) във всекй пункт за назначение (ПН) така, че да се удовлетворят потребностите на последния и общите транспортни разходи да са минимални.

Транспортният модел се представя удобно чрез мрежа - фиг. 5.1-Възлите на мрежата представят ИП и ПН, а дъгите между тях - маршруты на превоз. В пункта i от ИП се предлага (произвежда) количество продукция ai,i = 1, т, а в пункта j от ПН се потребява продукция в количество bj, j = l,n. Разходите за превоз на единица продукция от пункт i в пункт j са сij. Нека xij e търсеното количество продукция
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ФИГ. 5.1
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пренасяно от ИПi в ПН j. Тогава моделгьт на ЛП за транспортната задача се формулира по следния начин

Да се минимизира[image: image136.jpg]X3 =[21,72, 8" = 11X, = 1.[0,16,0]" = [0, 16,0]",
X3 =[23,24,53, 54" = ‘72X2 + 'y'zxz =
=[14/27][60,0,54,0]" + [13/27][6,0,0,54]" = [34,28, 26]".



 при ограниченията
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Първата група ограничения означава, че сумарното количество Продукция, което се превозва от i- тия ИП, не може да бъде по-голямо от предлаганото количество аi,. А втората група ограничения описват изискването сумарното количество продукция, което постъпва в j- тия ПН от всички ИП, да удовлетворява потребностите му bj.

Според описания модел сумарният обем на предлагането (произ-водството) трябва да е не по-малък от сумарния обем на потреблението,

т.е..
Ако тези обеми са равни,моделът се
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нарича
балансиран транспортен модел. В
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този
случай ограниченията се

превръщат в равенства
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Практически тези два обема - на производство и потребление, най-често са различии. Винаги обаче е възможно да се построи балансиран модел, което е полезно както от изчислителна гледна точка, така и при решаването на практически задачи.

Пример 5.1. Три завода на една фирма произвеждат месечно по 110, 200 и 130 единици от даден вид продукция. Потребителите са два, с месечни потребности 280 и 160 единици. Разходите за автомобилен транспорт за единица продукция на един километър са 5 лв. Разстоя-нията в километри между производителите и потребителите са дадени в табл. 5.1, а получените чрез тях разходи cij за превоз на единица продукция от i- тия ИП до j-тия ПН - в табл. 5.2

	
	
	
	Таблица 5.1
	

	
	ПН1
	ПН2
	
	
	

	ИП1
	120
	310
	
	
	

	ИП2
	145
	155
	
	
	

	ИП3
	150
	110
	
	
	

	
	
	
	Таблица 5.2
	
	

	
	
	
	

	
	ПН1
	ПН2
	

	ИП1
	600
	1550
	
	
	

	ип2
	725
	775
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	ИП3
	750
	550
	
	
	


Нека xtJ e количеството на единиците продукция, конто се превоз-ват от ИП, в ПНj. Тук общото предлагане = 110 + 200+130 = 440
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е равно на общото търсене = 280 + 160 = 440, т.е. моделът е балан-сиран и задачата се формулира с ограничения - равенства, в следния вид:

Да се минимизира J= 600x11 + 1550x12 + 725x21 +775x22 + 750x31 +

550x32

при ограниченията




Този модел може да се представи в таблична форма чрез т.нар. транспортна таблица, представена в табл. 5.3.

[image: image47.jpg]Zn + 212
Z21 + 222
E271 +za
12 +x22

31 + T3
+za1
+2Z32
>0i=1.3,5

=110

=280

=12




Таблица 5.3

Пред-лагане
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Освен нагледност, табличната форма облекчава решаването на за-дачата по специалния симплекс-метод за решаване на транспортни задачи.

Пример 5.2. Допълнително балансиранв на модела.

Нека ИП2 в примера 5.1 предлага не 200, а 180 единици продукция месечно. Тогава началният модел е небалансиран, защото общото пред-лагане а1 = 420 не е равно на общото търсене bj = 440. Дебалансът показва, че търсенето в ПН не може да се удовлетвори напълно. В този случай транспортният модел трябва да се измени така, че недостигът на 440
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— 420 = 20 единици продукция да се разпредели оптимално между потребителите.

Тъй като търсенето е по-голямо от предлагането, въвежда се фиктивен ИП {производител) с производителност 20 единици продукция на месец, който " изпраща" продукцията си в който и да е ПН. Количе-ството продукция "изпратено" от фиктивен производител в даден ПН представлява обема на недостигащата продукция в този пункт.

Тъй като фактически не се извършва никакъв превоз на продукция между фиктивния производител и ПН, съответните разходи за

Таблица 5.4
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транспортиране на единица продукция са равни на нула и транспор-тната таблица на модела е от вида, показан в таблица 5.4.

Вижда се, че транспортният модел от таблица 5.4 е балансиран. Възможна е и друга постановка, при която за всяка недоставена

единица продукция се заплаща глоба. В този случай транспортните разходи за единица продукция са равни на глобата за единица неполу-чена продукция в съответните ПН.

Нека сега дебалансът да възниква поради това, че предлагането е по-голямо от търсенето. За балансиране на модела в случая може да се въведе фиктивен ПН (потребител), който консумира излишната продукция. Нека например търсенето в ПН1 е намаляло на 250 единици. Транспортната таблица, съответствуваща на допълнително балансира-ния модел, е показана в таблица 5.5.

Единиците продукция, които постъпват от някой ИП във фикти-вния ПН, представляват излишното предлагане (производство) на този производител. Съответните транспортни разходи са нулеви. Може оба-че да се въведе глоба за съхраняване на единица продукция в склада на производителя и тогава стойността на транспортните разходи ще бъде равна на глобата за това съхраняване.

Моделът лесно се модифицира за удовлетворяване на различии изисквания. Нека например е необходимо ИП2 да изпрати цялата си продукция. Това се осигурява, като се зададе много голяма стойност М>>0 на разходите за превозване на продукция по маршрута ИП2 -фиктивен ПН. Подобно, ако се положи с12 = М » 0, ще се предотврати доставянето на продукция от ИП1 в ПН2.




Таблица 5.5
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Значителна част от приложенията на транспортния модел са из-вън сферата на транспорта. След тях важно значение имат тези, свър-зани с управлението на производствена дейност.

Пример 5.3. П ланиране на производство то и запасите. Предприятие планира двумесечното производство на продукт. Поръчките (търсенето) са направени за десетдневни периоди (десетдневки) от целия интервал и възлизат съответно на 50, 100, 80, 150, 120 и 180 единици. Търсенето за текуща десетдневка може да се удовлетвори чрез: а) по-голямо производство от необходимото през предишна десетдневка и съхраняване на склад; б) производство през текущата десетдневка; в) по-голямо производство от необходимото през следваща десетдневка за удовлетворяване на неизпълнена поръчка.

Разходите за производството РП на единица продукт възлизат на 80 лв. Съхраняването на продукцията, произведена за по-късна реализация, води до допълнителни разходи PC в размер на 10 лв. на Десетдневка за единица продукт. А за всяка единица, която се произвежда по-късно за сметка на неизпълнени поръчки, се налага глоба РН в Размер на 40 лв. на десетдневка за единица продукт.

Мощностите за производството на продукта се изменят през десет-Дневките. През разглежданите десетдневки се предполага, че могат да се произвеждат съответно по 30, 90, 140, 130, 150 и 140 единици продукт.

Необходимо е да се състави план, при който се минимизират раз-ходите за производство и съхраняване на продукта.

Тази производствена задача може да се формулира като транспор-тна задача. Съответствието между моделите на двете задачи е следното

Транспортна задача Производствена задача
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5.1.2. МЕТОД ЗА РЕШАВАНЕ НА ТРАНСПОРТНАТА

Изходен пункт i

Пункт на назначение j Предлагане в ИП,

Търсене в ПНj

Разходи за превоз от ИПi вПНj,сij


Период на производство i

Период на потребление j Производствен капацитет

през i-тия период Търсене (поръчки) през

У-тия период Разходи за производство и съхраняване

за периода от i до j




ЗАДАЧА

Методът на решение се състои от същите стъпки, както сим-плекс-метода: определяне на начално допустимо решение; определяне на включвана променлива сред небазисните променливи от условието за оптималност; определяне на изключвана променлива от условието за допустимост и на новото базисно решение. Единствените различия са в някои детайли при използуването на условията за оптималност и

Транспортният модел е представен в табл. 5.6. Транспортните разходи Cij ca оценени, както следва:
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Например c15 = 80 + 10 х 4 = 120, с62 = 80 + 4 х 40 = 240. В модела лесно могат да бъдат отчетени и изменящи се разходи РП,, PC, през отделните

периоди.

Таблица 5.6
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допустимост.
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Таблица 5.7

Методът ще бъде разгледан с използуването на задачата от табл. 5.7. Предполага се, че търсенето и предлагането са в единици продукция, а единичните транспортни разходи сij - в левове.

5.1.2.1. ОПРЕДЕЛЯНЕ НА ДОПУСТИМО НАЧАЛНО РЕШЕНИЕ
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Условието за балансираностводи
на едно

зависимо уравнение, поради което
транспортният модел има

т + п — 1 Независими уравнения. Следователно началното решение трябва да има m+п— 1 базисни променливи. Транспортната таблица облекчава него-вото определяне. За тази цел често се използува правилото (методът)

на северозападния ьгьл.

Съгласно този метод на променливата х11 , намираща се в северо-западния ъгъл на таблицата, се задава максималната стойност, определена от ограничението за търсене или предлагане. След това се зад-расква удовлетвореният стълб или ред, което означава, че останалите

променливи от този стълб (ред) са равни на нула. Ако ограниченията за търсене и предлагане се удовлетворяват едновременно, задрасква се само едното от тях - или реда, или стълба. Това довежда до появата на базисни променливи с нулева стойност. След като търсенето или пред. лагането в незадраскания стълб или ред се коригира в съответствие със зададената стойност на досега разглежданата променлива, задава се максималната стойност на първия незадраскан елемент в коригира-ния стълб (ред). Процесът завършва, когато остане незадраскан един стълб или един ред.

За разглеждания пример се получава:

x11 = 8, т.е. задарасква се стълб 1. В реда 1 остават 16 единици. 

x12 = 16, т.е. задрасква се ред 1, остават 8 единици за добавяне в стълба 2. 

х22 = 8, т.е., задрасква се стълб 2, остават 32 единици в реда 2. 

х23 = 24, т.е., задрасква се стълб 3, остават 8 единици в реда 2. 

x24 = 8, задрасква се ред 2, остават 8 единици в стълба 4. 

x34 = 8, с което се задарасква ред 3 или стълб 4. Процесът се прекратява, тъй като само един ред или само един стълб остава незадраскан. 

така, началното базисно решение е x11 = 8,x12 = 16, x22 = 8, х23 = 24, x24 = 8 и х34 = 8. Съответните транспортни разходи са 

8 х 12 + 16 х 0 + 8 х 9 + 24 х 13 + 8 х 24 + 8 х 22 = 848 лв.

Вижда се, че броят на базисните променливи е т + п - 1 =6, колкото е необходимо.

Таблица 5.8
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Случай, когато едновременно се удовлетворяват ред и стълб е показан на табл. 5.8. Тук едновременно се удовлетворяват стълб 2 и ред 2. Показано е задраскването на стълб 2, при което х23 става базисна про-менлива с нулева стойност на следващата стъпка, защото оставашрто предлагано количество в реда 2 е нулево. Вместо стълб 2 би могъл да бъде задраскан ред 2, при което х32 би била нулева базисна променливата




ОПРЕДЕЛЯНЕ НА ВКЛЮЧВАНА ПРОМЕНЛИВА. МЕТОД НА ПОТЕНЦИАЛИТЕ (МЕТОД НА МНОЖИТЕЛИТЕ) 

Включваната променлива се определя от условието за оптимал-ност на симплекс-метода. При разглеждания метод на всеки ред i и стълб j в транспортната таблица се поставят в съответствие потенциа-лите (множителите) yi,zj. За всяка базисна променлива хij в текущото решение потенциалите yi,zj трябва да удовлетворяват условието
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От тези условия възникват т + п — 1 уравнения (тъй като има толкова базисни променливи), в които има т + п неизвестни. Задавайки произ-волна стойност на една от променливите, например yi = 0, останалите т+п—1 неизвестни се определят от системата уравнения. Практически те се изчисляват много просто направо от транспортната таблица.

Изчислените потенциали се използуват за оценяване на небази-сните променливи. За всяка небазисна променлива xrs се пресмята crs

crs — yr + zs — crs за всяка небазисна xrs

Като включвана се избира тази небазисна променлива, която има най-голяма положителна стойност crs. По-нататък се показва, че crs са ко-ефициентите при небазисните променливи в уравнението на J. В този смисъл изборът на включваната променлива е в съответствие с условието за оптималност на симплекс-метода, за задачи за минимизация.

За разглежданата задача, уравненията, които съответствуват на базисните променливи, са следните:

х11 : y1 + z1 = c11  = 12  х23 : y2 + z3 = с23 = 13

х12 : y1 + z2  = c11 = 0     х24 : y2 + z4 = С24 = 24 х22 : y2 + z2  =

С22 = 9     х34 : y3 + z4 = С34 = 22

Като се положи у1 — 0, определят се z1 = 12, z2 = 0,у2 = 9,z3 = 4, z4 = 15, y3 = 7. Оттук за уравненията на небазисните променливи се получава:

	х13 : с13 = y1 + z3  - с13 = -20 х14 : с14 =
	х31 : с31 = y3 + z1 - c31  = 19

	y1 + z4 - с14 = 4 х21 : с21 = y2 + z1 - с21
	х32 : с32 = y3 + z2 - c32 = -11 х33 : с33 =

	= 6
	y3 + z3 - c33  = -9.


Най-голямата положителна стойност е c31 = 19, следователно z31 e включвана променлива.

5.1.2.3. ОПРЕДЕЛЯНЕ НА ИЗКЛЮЧВАНАТА ПРОМЕНЛИВА

Изключваната променлива се определя от условието за допусти-мост на симплекс-метода. Понеже всички коефициенти в ограничени-ята на транспортния модел са нули или единици, положителните от-ношения на условието за допустимост, сред конто се търси това с най-малката стойност, са равни на стойностите на базисните променливи.

За определянето на минималното отношение се построява затво-репа верига за текущата включвана променлива, която започва и завър-шва в тази небазисна променлива. Веригата се състои от последователно съединени хоризонтални и вертикални участъци, чиито крайни точки трябва да бъдат базисни променливи (с изключение на началния и по-следния участък, чиито крайни точки са включваната променлива). В табл. 5.9 за включваната променлива х31 и началното решение на зада-чата от табл. 5.7 е построена затворена верига. Вижда се, че ъгловите точки са в клетки, конто съдържат базисни променливи. Веригата се описва с променливите х31 —>

х11 —> х12 —> х22 —> х24 —> х34 —> х31, Посоката на движение по веригата (по или обратно на часовниковата стрелка) е без значение. За дадено

базисно решение съществува една единствена верига.

Таблица 5.9
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Нека х31 нараства с единица. Тогава, за да се запази допустимост-та на решението, т.е. да се запазят стойностите на търсенето и предла-гането, базисните променливи в ъглите на веригата трябва да намалят или увеличат с единица стойностите си, което е означено с + или - в десните долни ъгли на съответните клетки. Например х11 намалява с единица, х12 се увеличава с единица и т.н. Изключваната променлива се избира сред базисните променливи, чиито клетки са означени със знака

минус, а именно тази, която има най- малка стойност, защото тя


първа ще стане равна на нула, когато x31 нараства. В примера коя и да от променливите х11, х22 и х34 може да бъде изключвана променлива. Да изберем произволно х34 за изключвана променлива. Тогава x31 нара-ства на 8 и след увеличаване или намаляване стойностите на ъгловите променливи с 8 (в зависимост от знака в клетката) се получава новото базисно решение в табл. 5.10.

Таблица 5.10
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Новите транспортни разходи са 0 X 12 + 24 х 0 + 0 х 9 + 24 X 13 + 16 х 24 + 8 х 0 = 696 лв. Вижда се, че разходите са намалени със 152 лв. спрямо предишните.

Новото базисно решение е изродено, тъй като х11 = х22 = 0. Това не се отразява на процедурата на решение.

На следващата итерация се проверява оптималността на новото ре-шение и ако то не е оптимално, се определят включвана и изключвана променлива. За целта се пресмятат потенциалите yi,z i и стойностите crs за небазисните променливи. Резултатите са показани в табл. 5.11, като стойностите на crs са записани в долните леви ъгли на съответните клетки.
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Включвана променлива е x21(c21 = 6 > 0, най-голямо ). Изключ-вани променливи според затворената верига могат да бъдат x11 и х 22 Произволно се избира x11 за изключвана променлива.
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ВРЪЗКА МЕЖДУ МЕТОДА НА ПОТЕНЦИАЛИТЕ И СИМПЛЕКС-МЕТОДА 

Ще бъде показано, че стойностите crs ca равни на коефициентите да целевата функция в симплекс-таблицата на текущата итерация.

Транспортният модел от т. 5.1 се разглежда като модел на пряка задача на ЛП. За нея се построява дуална задача по известните прави ла, но с по-различно означение на дуалните променливи, а именно: у, и Zj означават дуалните променливи съответствуващи на ограниченията на г- тия производител и на j- тия потребител,[image: image2.jpg]


. .. Лесно се получава, че моделът на дуалната задача е от вида
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Новото решение е показано в табл. 5.12 .

Показа ни са и потенциалите yi, zj, и стойностите crs за небазисни-те променливи.

Включвана е променливата x14(с14 = 4), а изключвана - променли -вата x24- Новото базисно решение и стойностите на потенциалите уi, zj и на crs са показани в табл. 5.13. Тъй като всички сrs са неположителни, полученото решение е оптимално.

Таблица 5.15
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От съотношенията на дуалността е известно, че коефициентите в уравнението на целевата функция на пряката задача се определят чрез заместване на текущите стойности на дуалните променливи в дуалните ограничения и изчисляване след това на разликите между левите и де-сните части на ограниченията. При това коефициентите при базисните променливи са равни на нула, т.е.

yi + zj — cij = 0, или  yi + zj = cij за всяко базисно  xij,

което дава m + п — 1 уравнения за определяне на га + п дуални променливи. Това е възможно след задаване на произволна стойност на една от тях, например у1 = 0.

Коефициентите при небазисните променливи xrs се определят с из-ползуване на вече намерените стойности на уr и zs от израза уr + zs — c rs. Тъй като целевата функция в пряката задача се минимизира, включвана е тази променлива, на която съответствува най-голямата положителна стойност уr

+ zs - сrs.

Известно е, че на последната итерация се определят и оптимални -те стойности на дуалните променливи, при конто оптималните стойности на двете целеви функции са рани, W* = J* . И наистина, потен-циалите, получени на последната итерация, представена в табл. 5.13, определят следната оптимална стойност:
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Оптималното решение е х*12 = 8, х*14 = 16, х*22 = 16, х*23 = 24,х*31 =' 8 и х*11 = х* 13 = x*21 = х* 24 = х* 32 = х* 33 = х *34 = 0. Минималните тран-спортни разходи са 8 х 0 + 16 X 11 + 0 х 15 + 16 х 9 + 24 х 13 + 8 х 0 = 632 лв.

което беше получено по-рано.

5.1.3. ЗАДАЧА ЗА НАЗНАЧЕНИЯТА

Задачата за назначенията се състои в следното. Необходимо е да се разпределят т работи (или изпълнители) между п машини. Ра-ботата »,

когато се изпълнява на машината j, води до разходи сij, i= l, m, j = 1, n. Всяка работа се изпълнява на една машина. Търси се тако. ва разпределение на

работите между машините, което има минималщ» сумарни разходи.

Задачата може да се разглежда като частен случай на транспор-тната задача. Тук работите са " изходни пунктове", а машините - " пуд. ктове на назначение". Във всеки ИП предложението ( производството) е равно на единица, т. е. аi = 1,i = 1, m. Търсенето във всеки ПН също е равно на единица, bj = 1, j = 1,п. Разходите за "превоз" ( за назначава- не) на работата i към машината j са сij. Ако някоя работа r не може да се изпълнй на машината s , полага се сrs = М >> 0. Моделът на задачата е представен в табл. 5.14.
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Таблица 5.14
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Работи

Ако  т  <  п

или
m    >
n,

дебалансът се отстранява чрез

добавяне съ-ответно на фиктивни работи или фиктивни машини. Затова се приема, че т — п.

Нека xij = 0, ако i- та работа не е разпределена към j - та машина и xij = 1 в обратния случай. Тогава моделът на задачата е от вида

Да се минимизира[image: image4.jpg]


 при ограниченията
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xij =0 или  1,i, j = 1, n.




Специалната структура на модела прави възможно използуването на специализиран ефективен метод на решение, т.нар. унгарски метод. Той ще бъде представен с използуването на модела от табл. 5.15 за разпре-деление на три работи между три машини.

Таблица 5.15
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Началното решение е получено по метода на северозападния ъгъл. задачата за назначение то, както и всяко следващо решение, винаги е изродено.

Методът се основава на факта, че оптималното решение не се про-меня, ако към кой да е ред или стълб на матрицата на разходите се прибави или извади постоянна величина. И наистина, ако ?% и SJ се из-важдат от i-тия ред и j- тия стълб, новите разходи са cij = cij — ri — sj,

откъдето новата целева функция J e
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получава се, че[image: image6.jpg]i



= J — const, т.е.
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оптималното решение е едно и също за J и за

Основната идея на метода е да се построи нова матрица с някои нулеви елементи Ако тези елементи или тяхно подмножество съот-ветствуват на допустимо решение, то това решение е и оптимално, тъй като разходите трябва да са неотрицателни.
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Нулеви елементи в таблицата 5.15 могат да се получат чрез изва-ждане на най-малкия елемент във всеки ред или стълб от съответния ред или стълб. Преобразувайки най-напред редовете, получаваме та-блицата

5.16.

Таблица 5.16
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Таблица 5.17
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Решението, което съответствува на нулевите все още не е до-пустимо. Необходимо е да увеличи броя на нулевите елементи и затова от третия стълб се изважда най-малкият му елемент. Новата матрица е дадена в таблицата 5.17. Означените елементи с * съответствуват на до- пустимото и следователно - оптимално решение х*11 = 1, х*23 = 1, х*32 = 1 при което минималните разходи са

J* = С11 + с23 + с32 = 9 + 21 + 23 = 53 = r1 + r2 + r3 + s3.

Таблица 5. I8
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Таблица 5.19
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В редица случаи само чрез описаното преобразуване на редове и стълбове не може да се получи допустимо решение и е необходимо да се използуват допълнителни преобразуващи правила, които се показ-ват с примера от табл. 5.18. След изваждане на най-малкия елемент от всеки ред се получава табл. 5.19 от която, след изваждане на най-малкия елемент от третия стълб възниква табл. 5.20. Решението, което съответствува на нулевите сij, не е допустимо. Наистина, едновременно се получават назначенията (1,1) и (2,1), както и (3,2) и (3,3) . В такива случаи е необходимо да се прекарат миниимален брой прави през ня-кои редове и стълбове, така че да се задраскат всички нули. Това е направено в табл. 5.20.

Таблица 5.20
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Таблица 5.21
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На следващата стъпка се определя най- малкият незадраскан елемент, в случая c12 = 3. Този елемент се изважда от всички незадраскани елементи и се прибавя към всеки елемент, намиращ се в точката на пресичането на две прави, в примера - към елемента c31. В резултат се получава табл. 5.21, която съдържа оптималното назначение (1,2),(2,1) и (3,3), т.е. х*12 = х*21 = х* 33 = 1,

а останалите х*ij  = 0.

Описаната процедура на прекарване на линии и преобразуване на текущата таблица се повтаря до получаването на допустимо решение.

По подобен начин, както това беше направено за транспортния ме-под, се показва, че унгарският метод може да бъде интерпретиран като симплекс-метод.

ТРАНСПОРТЕН МОДЕЛ С МЕЖДИННИ ПУНКТОВЕ 

В разгледания транспортен модел се предполага, че разходите cij са определени въз основата на най-късия път, който свързва ИПi, с ПНj

Такъв най-къс път може да бъде намерен, като се използуват алгори-. тмите от т.6.2.1 и т.6.2.2. Друга алтернатива е да се използува т.нар транспортен модел с междинни пунктове, който създава възможност за комбиниране на обикновения транспортен алгоритъм с алгоритъма за определяне на най-къс път. В този модел транспортираните единици преминават през междинни пунктове преди да достигнет до крайните потребители. Същността на модела се разглежда с пример.

На фиг.5.2 са показани трима производители, два разпределител-ни центрове и четири търговци на едро , както и количествата на пред. лаганата и търсената продукция в ИПi,i = 1,3 и ПНj, j = 6,9. Възлите 1,2 и 3 са чисти източници - от тях само излизат дъги, възелът 9 е чист потребител - в него само влизат дъги, а останалите възли са междинни - в тях влизат и излизат дъги, като цялата продукция или част от нея преминава през тях преди да достигне до крайните назначения.

[image: image80.jpg]Tabauya 5.3
9

4 5 6 T 8 .
3 5 M M M M]
Li4 £315 —
2 4 M M M M
T4 Ty5 [
T 3 M M M M
| Za4 T35 N .
| 0 1 8 9 7 M [ M
[ Zaq 45 E2T a7 i -
M ro 5 9 1]
|z T Z5s | s ]
M ] M 0. 6 LM LM
Z66 67
M M M 0| 4| [ M
77 Zrg
M M M M | 0 3
- - L T8 __1 %89
B B B+300 B +400 B+ 200 150

¥ m b ow =

400

300

| 350




Фиг. 5.2

Най-напред те бъде получен линеен модел, който след това се пре-образува в еквивалентен транспортен модел. Нека xij е количеством пренасяна продукция от възел i във възел j. За всеки от възлите се изпълнява балансно съотношение (съотношение за сьхраняване на потока), съгласно което сумата от входните потоци I e равна на су мата от изходящите потоци О, което може да се запише във вида О — I = О-Полученият модел - целевата функция J и ограниченията във вид на балансни съотношения за възлите, е показан в табл.5.22. Характерна особе ноет на модела е това, че всяка промен лива xij има +1 в i-тия ред и -1 в j-тия ред.

Преобразуването на модела с междинни пунктове в транспортен модел се извършва по следния начин. Записват се уравненията за чистите източници и чистия потребител
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x14 + xl5 =400

X24 + X25 = 300

X34 + Х35 = 350

X59 + 289 = 150,

a уравненията за междинните възли, след добавяне на спомагателна неотрицателна променлива xij към двете страни на съответното уравнение i,i = 4,8, се представят във вида:
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възел 4: х44 + x45 + х46 + х47 = х44 + х14+ х24 + х34

възел 5: х55 + х57 + х58 + х59 = x55 + x15 + x25 + x35 + х45

възел 6: х66 + х67 = х66 + х46 = 300

възел 7: х77 + х78 = х77 + х47 + x57 + х67 - 400

възел 8: х88 + х89 = х88 + х58 + х78 - 200.

По-нататък се въвежда т.нар. буфер В, една достатъчно голяма стойност, не по-малка от сумата на всички транспортирани количества, конто биха могли евентуално да преминат през някой от възлите, т.е.

В > 400 + 300 + 350 = 1050.

Таблица 5.22.
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	възел 5
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	възел 6
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	възел 7
	
	
	
	
	
	
	
	
	-1
	-1
	
	
	-1
	1
	
	-400

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	възел 8
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-1
	
	
	-1
	1
	-200

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	възел 9
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-1
	
	
	-1
	-150

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Променливата хii в уравнение i, i = 4, 8 може да се разглежда като остатъчна променлива, която допълва сумата от останалите променли-ви в лявата страна на уравнението до стойността В. Тогава уравненията
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за възлите i, i = 4, 8 се заместват от следните съотношения

[image: image82.jpg]



Лесно се вижда, че тези уравнения и уравненията за възлите i = 1,2,3 и 9 определят транспортния модел от табл.5.23.
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От табличния модел се вижда, че

— възлите 1,2 и 3 са чисти източници, появяват се само като ре-дове на ИП; 

— възелът 9 е чист потребитед, появява се само като стълб на потребител ПН; 

— възлите 4,5,6,7 и 8 са междинни, появяват се като редове на ИП и стълбове на ПН; 

— предлаганите и търсените количества в междинните възли са увеличени със стойността на буфера В. 

Тези свойства могат да се използуват в общия случай като правила за построяване на табличен транспортен модел при зададен линеен модел с междинни пунктове или мрежов модел, подобии съответно на тези от табл.5.22. или фиг.5.2 




5.2. МЕТОД НА ДЕКОМПОЗИЦИЯТА

Структурата на някои задачи прави възможно определянето на решението им чрез декомпозиция, т.е. чрез разлагане на началната задача на няколко задачи с по-малка, размерност и решаването на тези задачи почти независимо една от друга.  Така могат да бъдат реша-вани сложни задачи с голям брой ограничения и променливи, конто по друг начин са нерешими. Типичен пример е задачата за планиране производствената дейност на няколко предприятия, конто влизат в една фирма.

Всяко предприятие има свои независими ограничения, а произ-водствените програми се съгласуват от по-горното ниво на управление, поради общи ограничения на фирмата по някои ресурси (финансови). По такъв начин ограниченията може да се разделят на две групи: независими и общи. Независимите ограничения на отделните задачи (производства) не се пресичат и при отсъствие на общи ограничения отделните задачи може да се разглеждат независимо.

Тук ще бъде представен методът за декомпозиция, предложен от Данциг и Вулф.

5.2.1. ПРИНЦИПНА СХЕМА НА МЕТОДА

Нека Ту, е матрицата на ограниченията (технологичната матрица) на j-то производство, Хj - векторът на неговите променливи, a bj обемите на
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ресурсите, конто се използуват в това производство, j = 1,n. Тогава независимите ограничения на отделните производства се запие-ват във формата

TjXj = bj, j = l,n,

където в Хj са включени остатъчните променливи и променливи на излишъка, а в Тj - коефициентите на тези спомагателни променливи. Нека Ay e технологичната матрица на j- то производство, разгле-ждано като съставна част на цялостната фирмена дейност, която описва използуването на общите фирмени ресурси от това производство. Тогава ограниченията от общата трупа се записват във вида
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Ако Сj е векторът на коефициентите на целевата функция на j-то

производство, задачата на равнище "фирма" се формулира по следния начин:

Да се максимизира J = C1X1 + С2Х2 + ... + СnХn при ограниченията
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	Ако размерностите на Аj и Тj са съответно
	х ту) и (lj х mj), задачата има

	общоограничения  ипроменливи.
	
	

	При
	решаването на задачата
	чрез декомпозиция се
	

	предполага, че всяко изпъкнало множество ТjХj = bj,
	e

	ограничено
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(вж.т. 9.2.2.2). Тогава, ако Xrj, г = 1, 2,..., Rj  са екстремните (ъгловите)

точки на /-то множество, всяка негова точка Хj може да се представи като изпькнала комбинация от тези точки, т.е. във вида

[image: image91.jpg](21, 22) = 71(0,0) + 72(0,2) + 75(6,0), 71,72, Y5 = 0,71 + 72 + 73 =






се изразят чрез записаните по-горе за тях уравнения, а включването на ограниченията на подзадачите TjXj = bj в модела на задачата ста-излишно, тъй като уравненията за Хj, както видяхме, определят стойости на Хj от допустимите области, определени от множествата TjXj = bj,Хj[image: image7.jpg]


Началната задача се преобразува в екви-

[image: image92.jpg]


валентна форма, наричана главна или координираща задача, от следния

вид:

Да се максимизира
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при ограниченията
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	където
	Да поясним това представяне. Нека множе-

	ството TJXJ = bj,
	което определя пространството на решенията

	на j-та задача, е от вида
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Лесно се проверява, че екстремните точки на пространството са (0,0), (6,0),(0,2). Тогава всяка точка (x1,x2) от това пространство може да се представи като изпъкнала комбинация на екстремните си точки
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Да предположим, че екстремните точки [image: image8.jpg]


са известии, r =

[image: image9.jpg]


 Тогава променливите Хj в началната задача могат да




Тъй като точките[image: image10.jpg]


са известии, новите п роменливи в модифицира-

ната задача са[image: image11.jpg]


В нея са включени новите ограничения[image: image12.jpg]
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конто произтичат от изразяването на Хj чрез изпъкнали комбинации. Определянето на оптималните стойности за всички j и г позво-лява

да се намерят оптималните решения на началната задача, понеже
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Главната задача може да се реши по модифицирания симплекс-метод, за което трябва да се определят включваните и изключваните вектори.

И така, принципната схема на алгоритъма за декомпозиция включ-Два етапа:

1.  Преобразуване на началната задача в главна (координираща) чрез представяне на пространството на решенията на всяка задача в неявен вид като изпъкнала комбинация от неговите екстремни точки. 2. Формиране на вектор-стълба, свързван с включваната промен-лива и използуване на резултата за определяне на изключвания вектор.

— иrj + CBVJ,

ОПРЕДЕЛЯНЕ НА ВКЛЮЧВАНАТА И ИЗКЛЮЧВАНАТА ПРОМЕНЛИВА 

Най-съществен момент в алгоритъма е това, че за изпълнението на

	втория  етап  и  решаването  на
	главната задача, не е необходимо да са

	известии  всички
	ъглови  точки
	Ху.   Тъй   като   (в   задачата   за

	максимиза-ция)
	включваната
	променлива  е  тази,  която  има  най-


[image: image100.jpg]



голям по абсолю-тна стойност отрицателен коефициент в уравнението на J, достатъчно в да се знае единствено точката, която формира именно този коефициент т.е. която съответствува на включваната променлива. След намиране-то на тази точка могат да се определят всички елементи на включвания вектор и неговия коефициент в уравнението на J, след което от условието за допустимост на симплекс-метода се определя и изключваният вектор.

Необходимите съотношения за изпълнение на втория етап се по-лучават по следния начин. Нека В е текущият базис на главната задача а Св-векторът на коефициентите на целевата функция J при базисни-те променливи. Както е известно, текущото решение е оптимално, ако коефициентите при небазисните променливи в уравнението на J ca неотрицателни, т.е. ако за всички небазисни вектори Рrj се изпълнява условието
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където съгласно модела на главната задача
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За опростяване на израза за zrj — Сrj,В-1 се представя във вида

[image: image103.jpg]6 = min {5}




където Ко е матрица с размерност (1о + п) х 10ь изградена от първите l0 стълба на В-1, a Vj е (10 + j)-тия стълб на В-1. Тогава

[image: image104.jpg]ot I
O, ok, 05X, -
. Aaks |Aaks AaX,; oo
i . 1 0 0
E o ... o0 11

B .
X;= 3%, =T





Ако текущото решение е неоптимално, векторът Рrj, който съот-ветствува на най-малката разлика zrj — сrj < 0, се включва в базиса-




вижда се, че за да се пресметнат разликите (zrj — сrj), е необходимо да се определят векторите Рrj, което пък е възможно, ако са известии съотве-

тните точки[image: image13.jpg]


Как да се определи точката[image: image14.jpg]


, която съответствува на минималната стойност (zrj - crj)?
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За всяко множество j може да се определи екстремната точка , на която съотвествува най-малка стойност[image: image15.jpg]


= zrj — crj , т.е.
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Нека[image: image16.jpg]6 = min{s,}.
J



 Ако[image: image17.jpg]5 <0



, променливата[image: image18.jpg]


, която съответствува

на d, се включва в базиса, а[image: image19.jpg]


е търсената ъглова точка. Ако[image: image20.jpg]


 текущото решение е оптимално.

Екстремната точка[image: image21.jpg]


на j-TO множество се определя като реше-

ние на следната задача на ЛП: Да се мининмизира[image: image22.jpg]


 при ограниченията
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А уЛ-у ~ "У
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Тъй като множеството ТjХj = bj,
e ограничено, минимал-

ната стойност u* също е ограничена и съответствува на ъглова точка на множеството. Следователно определеното оптимално решение X*j=

В дясната част на израза за zrj- - сrj-, определен по-горе, се съдържа константата CBVJ, която не зависи от r. Поради това спомагателната задача

на ЛП се преобразува във вида

Да се минимизира иj = (CBK0AJ — Сj)Хj при ограниченията

ТjХj = bj
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След определянето на минималната стойност иrj се намира[image: image23.jpg]



[image: image110.jpg]



Спомагателната задача на ЛП се решава за всички множества след което се определят и съответната му

променлива • , която се включва в базиса. Изключваната променлива се намира от условието за допустимост на модифицирания симплекс-метод.

	Оптималното решение на началната задача се определя на итера-
	Тъй като има две задачи, в главната задача ще има две ограниче-
	

	цията, когато d стане неотрицателно, от израза
	
	

	
	нияравенства, поради което се въвеждат изкуствените променливи
	

	
	
	

	
	R1и R2- Началната таблица на главната задача е следната ______________
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Алгоритъмът на декомпозиция може да бъде представен в следния обобщен вид:

Стьпка I. Началната задача се преобразува в главна задача с про-менливи
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Стьпка 2. Определи се начално допустимо решение на главната задача.

Стьпка 3. За всяка подзадача j се решава спомагателната задача на ЛП и се определя = иrj + CBVj. Намира се[image: image24.jpg]0 = min (6;¢. Ako d > ()
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текущото решение е оптимално и изчисленията се прекратяват. Иначе се преминава към стьпка 4.

Стьпка 4. Променливата , която съответствува на[image: image25.jpg]


се включ-ва в базисните променливи. Определят се изключваната променлива, новата матрица В-1 и новото решение. Преминава се към стъпка 3.
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Пример 5.1.

Да се максимизира J = 4х1+ 6х2 +x3 + x4 при ограниченията

[image: image115.jpg]by




Задачата се декомпозира на две задачи (подзадачи) j = 1,2. След въвеждане на променливите S1 - в общото ограничение S2 - в ограни-чението на първата подзадача и S3, S4 - в двете ограничения на втората подзадача, елементите на модела са следните
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Остатъчната променлива S1 не съставя подзадача и се анализира от-делно.




задача 1 задача 2 начално базисно решение

Елементите на началното базисно решение са следните:

ХB =[S1,R1,R2]т = [50,1,1,]т,

[image: image117.jpg]



оттук СВК0 = 0.

Итерация 1

Спомагателната задача на ЛП за подзадача j = 1 е Да се минимизира и1 = [CBKOA1 — C1]X1 при ограниченията

Т1Х1=b1    Х1>=0.

Тъй като

[image: image118.jpg]= [as,, ar,, ag,]* =B~'P] =[16,1,0]",




задачата е Да се минимизира и1 = —4х1 — 6х2 при

ограниченията

[image: image119.jpg]




Оптималното решение, получено по симплекс-метода, е[image: image26.jpg]


= [0,16,0]т и*1 = -96. Следователно[image: image27.jpg]


1 = -96 + CBV1 = -96 - М.
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Спомагателната задача на ЛП за подзадача 2 е Да се минимизира

[image: image122.jpg]



при ограниченията
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	Оптималното решение е
	= [60, 0,
	54, 0]т, u*2 = -60.  Следователно= -

	60 + CBV2 = -60 - М.
	
	

	Оттук,
	
	Следователно промен-

	ливата
	която съответствува на
	е включвана променлива.
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Изключваната променлива се определи от условието за допусти-мост в модифицирания симплекс-метод. Тъй като
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 се получава
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откъдето[image: image29.jpg]


. = min {50/16, 1/1,-} = 1, което означава, че R1 e изключ-вана променлива. Определя се В-1нов
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след полагането В-1 = В-1ноВ се намира новото базисно решение
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Коефициентът при [image: image30.jpg]Y1



в целевата функция на главната задача е с\ = [image: image31.jpg]


 = 96, от където Св = [0, 96, — М]. Тъй като
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получава се, че СвК0 = 0.

Итерация 2

Задача j = 1. Целевата функция е u1 = — 4x1 — 6x2, т.е. както в първата итерация. Тъй като и ограничението T1X1 = b1, X1 > 0 не се променя, оптималното решение на спомагателната задача на ЛП е съ-щото, както на първата итерация, т.е. където горният индекс
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2 означава втора итерация. Оттук и*1= —96 и[image: image32.jpg]


= —96 + CBV1 = 0, което е естествено, тъй като[image: image33.jpg]


е базисна променлива.

[image: image133.jpg]1 0-1/9 1/60 —16/60 © 1/54 —16/54 —-1/9
B;L=101 0 0 1 0|= 0 1 0
0 0 10/9 —1/60 16/60 1 ~1/54 16/54 10/9




Задача j = 2. Целевата функция е u2 = — x3 — x4 и при ограничени-

	ята Т2Х2  = b2, Х2  >=0 за оптималното решение се получава
	= [60, 0,  54,


[image: image134.jpg]Xs = [13, 71, v3]" = B7{50,1,1] = [14/27, 1, 13/27]".



0|т, т.е.,
Оттук, и*2 =  -60 и[image: image34.jpg]


=  -60 + CBV2 =

-60 — М < 0 . Следователно е включвана променлива. За да се определи изключваната променлива, се намират

[image: image135.jpg]62 =0+CpVy=0.




и[image: image35.jpg]


= min {34/60, -, 1} = 17/30. Изключвана променлива е S1. За да се определи новото базисно решение, се пресмята В-1нов


и след полагането В-1  = В-1нов се намира



Тъй като с22 =[image: image36.jpg]


= 60, получава се, че СB = [60, 96, -М]. Вижда се. че


откъдето СВК0 = 1 + М/60.

Итерация 3

Задача j = 1. Лесно се получава, че целевата функция е u1 = (СBК0А1 - C1)X1 = [(М/60) - 3]x1 + [(М/60) - 5}х2. При ограничени-ята T1X1 = b1, X1 >=0 оптималното решение е


	
	= [0,0,16]т, < = 0 и   = 0 + CBV1 = 80-M(4/15).
	

	
	Задача j = 2. Целевата функция е и2 = (x3 + х4)М/60, При зададе-ните

	ограничения Т2Х2 = b2, Х2 >= 0 оптималното решение е
	= [6 0, 0, 54]т и

	и*2
	=    М/10.    OTTVK     =    (М/10)    +    CBV2     =
	-9М/10.    Тъй

	като
	променливата   се включва в базиса.
	

	
	На  третата  итерация  S1  e  небазисна  променлива  (тъй  като  беше

	изключена от базиса на втората
	



терация) и трябва да се провери може ли включването и в базиса да подобри стойността на целевата функция. Нейният коефициент в уравнението на целевата функция е

2s1 -cS1 =CBB-1PS1 -cS1 = [60,96, -М]В - 1 [1,0,0] т -0 =

=1 + М/60.

Тъй като стойността е положителна, включването на S1 в базиса не може да подобри решението.

За да се определи изключваната променлива, се намират


и [image: image37.jpg]7= min {1420 _ 1330 _ 450



 Изключвана променлива е R2-За да се определи новото базисно решение, се пресмята В-1нов




откъдето след полагането В-1 = В-1нов се получава


Тъй като с32  =[image: image38.jpg]


=6, получава се, че Св  =  [60,96,6].   От тук

СВК0 = [60, 96, 61][1/54, 0, -1/54]т = 1.

Итерация 4

Задача j — 1. За целевата функция се получава и1 = —3x1 — 5x2. При ограничението T1X1 = b1, Х1 >= 0 оптималното решение е[image: image39.jpg]


— [0,

16, 0]т, т.е.,[image: image40.jpg]



Задача j = 2.  Целевата функция е u2 = 0x3 + 0x4, следователно

u*= 0 и
Коефициентът при остатъчната променлива S1

2

zS1 - cSl = CBB-1PS1 - сS1 = 1 > 0.

Следователно последният базис е оптимален. Оптималното решение на яачалната задача се определя от съотношенията


5.3. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Създаден и използуван широко за решаването на транспортни задачи, транспортният модел се прилага успешно и в други важни обла-сти - планиране на производството с отчитане на разходите за съхра-няване на продукцията в склад, решаване на задачи за назначения, за съставяне на разписания и др. Особеностите на структурата на модела правят възможно използуването на специализирани ефективни методи на решение - транспортния метод, унгарския метод и други, конто пред-ставляват модификации на общия симплекс-метод в ЛП и реализират основни съотношения на дуалността.

В редица случаи една сложна задача може да бъде разчленена на няолко по-прости, конто са свързани помежду си с някои общи ограничения и имат освен това и собствени, независими ограничения. Та-

кавa сложна задача може да бъде решена чрез метода на декомпозици-ята при който отделните задачи се решават почти независимо. Това повишава ефективността на изчислителния процес и прави възможнорешаването на задачи с голяма размерност, които по друг начин са решими.

